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微分の計算《基本演習》　 (NO.1)　解答 １枚目

1. 次の極限値を求めよ.

(1) lim
x→−∞

3x − 1√
x2 + 2x + 1

(2) lim
x→0

x2

2 sin2 x + cos x − 1

(3) lim
x→∞

x
√

x

(解)

(1) x = −tとおくと, x → −∞のとき　 t → ∞
lim

x→−∞
3x − 1√

x2 + 2x + 1
= lim

t→∞
−3t − 1√
t2 − 2t + 1

= lim
t→∞

−3 − 1
t√

1 − 2
t + 1

t2

= −3　〃

(2) lim
x→0

x2

2 sin2 x + cos x − 1

= lim
x→0

2x

4 sinx cos x − sin x

= lim
x→0

2x

2 sin 2x − sin x

= lim
x→0

2
4 cos 2x − cos x

=
2
3
　〃

(3) y = x
√

xとおくと, y = x
1
x

両辺の対数をとると, log y =
1
x

logx

lim
x→∞ log y = lim

x→∞
log x

x
lim

x→∞

1
x

1
= 0

log y = tとおくと, y = et = elog y

∴ lim
x→∞

x
√

x = lim
x→∞ y = lim

x→∞ elog y = e0 = 1　〃

《(1)別解》

与式 = lim
x→−∞

3x − 1√
(x + 1)2

= lim
x→−∞

3x − 1
|x + 1|

x → −∞のとき, x + 1 < 0より,

|x + 1| = −(x + 1)

与式 = lim
x→−∞

3x − 1
−(x + 1)

= lim
x→−∞

3 − 1
x

−1 − 1
x

= −3　〃

2. 次の等式が成り立つとき, 定数 a, bの値を求めよ.

lim
x→2

ax2 + bx + 6
x2 − x − 2

=
1
2

(解) lim
x→2

(x2 − x − 2) = 0

であるから, 極限値が存在するためには

lim
x→2

(ax2 + bx + 6) = 0

でなければならない.

したがって, 4a + 2b + 6 = 0

∴ b = −2a − 3 · · · 1©
このとき,

ax2 + bx + 6 = ax2 − (2a + 3)x + 6 = (x − 2)(ax − 3)

lim
x→2

ax2 + bx + 6
x2 − x − 2

= lim
x→2

(x − 2)(ax − 3)
(x + 1)(x − 2)

= lim
x→2

ax − 3
x + 1

=
2a − 3

3

題意より
2a − 3

3
=

1
2

∴ a =
9
4
　〃

これを 1©に代入して, b = −15
2
　〃

3. 次の関数を微分せよ.

(1) y = e−3x(cos 3x + sin 3x)

(2) y = tan−1 x + tan−1 1
x

(3) y =

√
2 − cos2 x

2 + cos2 x

(解)

(1) y′ = −3e−3x(cos 3x + sin 3x)

+e−3x(−3 sin 3x + 3 cos 3x)

= −3e−3x (cos 3x + sin 3x + sin 3x − cos 3x)

= −6e−3x sin 3x　〃

(2) y′ =
1

1 + x2
+

1

1 +
(

1
x

)2 ·
(
− 1

x2

)

=
1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0　〃

(3) y =
{

2 − cos2 x

2 + cos2 x

} 1
2

両辺の対数をとると

log y =
1
2

{
log(2 − cos2 x) − log(2 + cos2 x)

}

両辺を xで微分すると

1
y
y′ =

1
2

{−2 cos x(− sin x)
2 − cos2 x

− 2 cos x(− sin x)
2 + cos2 x

}

y′ =
1
2
y · 2 sinx cos x

{
1

2 − cos2 x
+

1
2 + cos2 x

}

=

√
2 − cos2 x

2 + cos2 x
·sinx cos x· 4

(2 − cos2 x)(2 + cos2 x)

=
4 sin x cos x√

2 − cos2 x
√

(2 + cos2 x)3
　〃
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《(3)別解》

y′ =
1
2

(
2 − cos2 x

2 + cos2 x

)− 1
2

· (2−cos2 x)′(2 + cos2 x)−(2−cos2 x)(2+cos2 x)′

(2 + cos2 x)2

=
1
2

(
2 + cos2 x

2 − cos2 x

) 1
2

·−2cosx(−sinx)(2+cos2x)−(2−cos2x) · 2 cos x(−sinx)
(2+cos2x)2

=
1
2

√
2 + cos2 x

2 − cos2 x

·2 sin x cos x{(2 + cos2 x) + (2 − cos2 x)}
(2 + cos2 x)2

=

√
2 + cos2 x

2 − cos2 x
· 4 sinx cos x

(2 + cos2 x)2

=
4 sin x cos x√

2 − cos2 x
√

(2 + cos2 x)3
　〃
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微分の計算《基本演習》　 (NO.1)　解答 ２枚目

4. 微分可能な関数 f(x)について,

次の極限値を a, f(a), f ′(a)を用いて表せ.

(1) lim
x→a

a3f(x) − x3f(a)
x − a

(2) lim
x→a

anf(x) − xnf(a)
x − a

(nは自然数とする)

(解)

(1) lim
x→a

a3f(x) − x3f(a)
x − a

= lim
x→a

a3f(x) − a3f(a) − x3f(a) + a3f(a)
x − a

= lim
x→a

a3{f(x) − f(a)} − f(a)(x3 − a3)
x − a

= a3 lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

− f(a) lim
x→a

x3 − a3

x − a

= a3f ′(a) − f(a) lim
x→a

(x − a)(x2 + ax + a2)
x − a

= a3f ′(a) − f(a) lim
x→a

(x2 + ax + a2)

= a3f ′(a) − 3a2f(a)　〃

《参考》上記の一部分の
0
0
の不定形のところは,

次のように, ロピタルの定理を利用してもよい.

lim
x→a

x3 − a3

x − a
= lim

x→a

(x3 − a3)′

(x − a)′
= lim

x→a

3x2

1
= 3a2

(2) lim
x→a

anf(x) − xnf(a)
x − a

= lim
x→a

anf(x) − anf(a) − xnf(a) + anf(a)
x − a

= lim
x→a

an{f(x) − f(a)} − f(a)(xn − an)
x − a

= an lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

− f(a) lim
x→a

xn − an

x − a

= anf ′(a) − f(a) lim
x→a

(xn − an)′

(x − a)′

= anf ′(a) − f(a) lim
x→a

nxn−1

1

= anf ′(a) − nan−1f(a)　〃

《参考》上記一部分に, 次の因数分解を利用してもよい.

xn−an=(x−a)(xn−1+axn−2+a2xn−3+· · ·+an−2x+an−1)

5. 関数 y = log

√
1 − x

1 + x
(−1 < x < 1)について,

次の問いに答えよ.

(1) 対数の性質を用いて, 関数を微分せよ.

(2) xを y で表せ.

(3) 逆関数の微分法を用いて
dy

dx
を求めよ.

(解)

(1) −1 < x < 1より 1 − x > 0 , 1 + x > 0であるから

y = log
(

1 − x

1 + x

) 1
2

=
1
2

log
1 − x

1 + x

=
1
2

{
log |1 − x| − log |1 + x|

}

=
1
2

{
log(1 − x) − log(1 + x)

}

y′ =
1
2

( −1
1 − x

− 1
1 + x

)

=
1
2
· −(1 + x) − (1 − x)

(1 − x)(1 + x)
= − 1

1 − x2
　〃

(2) (1)より, y =
1
2

log
1 − x

1 + x

よって 2y = log
1 − x

1 + x

∴ e2y =
1 − x

1 + x

(1 + x)e2y = 1 − x x(1 + e2y) = 1 − e2y

x =
1 − e2y

1 + e2y
　〃

(3)
dx

dy
=

−2e2y · (1 + e2y) − (1 − e2y) · 2e2y

(1 + e2y)2

=
−2e2y − 2e4y − 2e2y + 2e4y

(1 + e2y)2
=

−4e2y

(1 + e2y)2

∴
dy

dx
=

1
dx

dy

= − (1 + e2y)2

4e2y

= −

(
1 +

1 − x

1 + x

)2

4 · 1 − x

1 + x

= −

(
1 +

1 − x

1 + x

)2

· (1 + x)2

4
(

1 − x

1 + x

)
· (1 + x)2

= − (1 + x + 1 − x)2

4(1 − x)(1 + x)
= − 1

1 − x2
　〃

《参考》 y =
1
2

log
1− x

1 + x

y′ =
1
2
· 1

1 − x

1 + x

·
(

1 − x

1 + x

)′

=
1
2
· 1 + x

1 − x
· −1 · (1 + x) − (1 − x) · 1

(1 + x)2

=
1
2
· −2
(1 − x)(1 + x)

= − 1
1− x2


