
碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 １階微分方程式の研究＿２３

　 1階高次微分方程式 f(x, y, y′) = 0　⇐⇒　因数分解可能　

例 23 　次の微分方程式の一般解を求めよ。

(1)　 x2y′ 2+3xyy′+2y2 = 0　　　 (2)　 y′ 3−(2x + 3y)y′ 2 +6xyy′= 0

(解)
　　　　　　　≪考え方≫

因数分解をすることにより解を見出す。

１階微分方程式の任意定数は１つである。

(1) x2y′ 2+3xyy′+2y2 = 0

左辺を因数分解すると

(xy′ + y)(xy′ + 2y) = 0 · · · 1©

xy ′+ y = 0または xy ′+ 2y = 0
i) xy ′+ y = 0 のとき

x
dy

dx
= −y　　∴

1
y
dy = − 1

x
dx

∴
∫

1
y
dy = −

∫
1
x

dx

log |y| = − log |x| + c　　∴ log |xy| = c

xy = ±ec　　,　± ec = C とおくと

xy = C 　　∴ xy − C = 0 · · · 2©

ii) xy ′+ 2y = 0 のとき

x
dy

dx
= −2y　　∴

1
y
dy = −2

1
x

dx

∫
1
y
dy = −2

∫
1
x

dx

log |y| = −2 log |x| + c

log |y|+ log |x2| = c　　∴ log |x2y| = c

x2y = ±ec　　,　± ec = C とおくと

x2y = C 　　∴ x2y − C = 0 · · · 3©

よって、 2©, 3©と 1©から

∴ (xy − C)(x2y − C) = 0 (C は任意定数) 〃

これが求める一般解である。

(2)　 y′ 3−(2x + 3y)y′ 2 +6xyy′= 0

左辺を因数分解すると

y′(y′ − 2x)(y′ − 3y) = 0 · · · 4©

y′ =0 , y′ −2x=0 , y′ −3y=0

i) y ′= 0 のとき

y = C 　　　∴ y − C = 0 · · · 5©

ii) y ′− 2x = 0 のとき

dy

dx
= 2x　　∴ y =

∫
2xdx

∴ y = x2 + C

∴ y − x2 − C = 0 · · · 6©

iii) y ′− 3y = 0 のとき

dy

dx
= 3y　　∴

∫
1
y
dy = 3

∫
dx

log |y| = 3x + c　　∴ |y| = e3x+c

y = ±ece3x

±ec = C とおくと

y = Ce3x

∴ y − Ce3x = 0 · · · 7©

よって、 5©, 6©, 7©と 4©から

∴ (y−C)(y−x2−C)(y−Ce3x)=0 〃

　　　　　　　　　 (C は任意定数 )

これが求める一般解である。


