
碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 ２階微分方程式の研究＿３５

　線形でない同次形微分方程式 f(x, y, y′′) = 0　

f(ρx, ρmy, ρm−1y′, ρm−2y′′) =ρrf(x, y, y′, y′′)という斉次条件を満足するとき　 =⇒　 x = et , y = zemt とおく

例 35 　微分方程式 x3 d2y
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= 0 の一般解を求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≪確認≫

　　 x3y′′ − (y − xy′)2 = 0　において
　　 (ρx)3(ρm−2y′′) − {ρmy − (ρx)(ρm−1y′)}2 = ρm+1x3y′′ − ρ2m(y − xy′)2

　　m + 1 = 2m　すなわち　m = 1　のとき
　　 (ρx)3(ρ−1y′′) − {ρy − (ρx)(ρ0y′)}2 = ρ2{x3y′′ − (y − xy′)2}
　　がなり立つから、同次形である。よって、x = e t , y = zet 　とおけばよい。
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これらを 1©に代入して

(e t)3 · 1
et

(
d2z

dt2
+

dz

dt

)

　　　−
{

zet − et

(
dz

dt
+ z

)}2

= 0

e2t

(
d2z

dt2
+

dz

dt

)
−

(
−et dz

dt

)2

= 0

d2z

dt2
−

(
dz

dt

)2

+
dz

dt
= 0

dz

dt
= p　とおくと

dp

dt
− p2 + p = 0　　∴

dp

dt
= p(p − 1)

∴
dt

dp
=

1
p(p − 1)

=
1

p − 1
− 1

p

t=
∫ (

1
p−1

− 1
p

)
dp=log |p−1|−log |p|+c

t=log
∣∣∣∣p−1

p

∣∣∣∣+c　∴ log
∣∣∣∣p−1

p

∣∣∣∣= t−c

∣∣∣∣p − 1
p

∣∣∣∣ = et−c　　∴
p − 1

p
= ±e−cet

±e−c = C1　とおくと

p − 1
p

= C1e
t　　∴ 1 − 1

p
= C1e

t

1
p

= 1 − C1e
t　　∴ p =

1
1 − C1et

dz

dt
=

1
1 − C1et

　　∴ z =
∫

1
1 − C1et

dt

et =uとおくと
du

dt
=et∴dt=

1
et

du=
1
u

du

z=
∫

1
1−C1u

· 1
u

du=
∫ (

C1

1−C1u
+

1
u

)
du

　 =
∫ (

− −C1

1 − C1u
+

1
u

)
du

　　 = − log |1 −C1u| + log |u|+ C2

　 =log
∣∣∣∣ u

1−C1u

∣∣∣∣+C2=log
∣∣∣∣ et

1−C1et

∣∣∣∣+C2

これを y = zet に代入すると
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よって、求める一般解は
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　　　　　　　　　　 (C1, C2は任意定数)


