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　　　　　　　　　　第 1I章　微分積分 II《 § 3 重積分 》 　　

103 　　D =
{
(x, y)

∣∣∣ x2 + y2 ≦ 1, x2 + (y − 1)2 ≧ 1, x ≧ 0, y ≧ 0
}
とする.

重積分
∫∫

D

xex
2+y2

dxdy を求めよ.
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y
1

(九州大　改)

[解]

《　ポイント　》極座標変換において, r, θの範囲と積分順序を考える.
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図のように原点から方向角 θの直線を引き, 2つの円と直線の交点を P と Qとする.

ただし, 0 ≦ θ ≦ π

6
である.

点 P の座標を P (r cos θ, r sin θ)とすると,

P は円 x2 + (y − 1)2 = 1の上の点だから

(r cos θ)2 + (r sin)2 + (r sin θ − 1)2 = 1

r2 sin2 θ + r2 sin2 θ − 2r sin θ + 1 = 1

r2 − 2r sin θ = 0 　∴ r(r − 2 sin θ) = 0

よって, r > 0 より, r = 2 sin θ が成り立つ.

これより, sin θ =
r

2
∴ θ = sin−1 r

2

したがって, 領域は次の 2通りで示される.

D : 0 ≦ θ ≦ π

6
, 2 sin r ≦ r ≦ 1 · · · 1⃝

D : 0 ≦ r ≦ 1, 0 ≦ θ ≦ sin−1 r

2
· · · 2⃝

1⃝は rから先に積分し, 2⃝は θから先に積分する形である.

どちらを使って累次積分するかは関数によって決まる.

《　ポイント　》ヤコビアンの rを忘れないようにすること. (dxdy = rdrdθ)

1⃝ より∫∫
D

xex
2+y2

dxdy =

∫∫
D

r cos θ · er
2

· rdrdθ =

∫∫
D

r2er
2

cos θdrdθ

r2er
2

は rで積分できないから, θから先に積分する 2⃝に移る.
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2⃝ より∫∫
D

xex
2+y2

dxdy =

∫∫
D

r cos θ · er
2

· rdrdθ

=

∫∫
D

r2er
2

cos θdθdr

=

∫ 1

0

r2er
2

{∫ sin−1 r
2

0

cos θdθ

}
dr

=

∫ 1

0

r2er
2
[
sin θ

]sin−1 r
2

0
dr

=

∫ 1

0

r2er
2
{
sin

(
sin−1 r

2

)}
dr

=

∫ 1

0

(
r2er

2

· r
2

)
dr

=
1

2

∫ 1

0

r3er
2

dr

ここで, t = r2 とおくと,
dt

dr
= 2r より, dt = 2rdr　 ∴ rdr =

1

2
dtだから,

与式 =
1

2

∫ 1

0

r2er
2

rdr

=
1

2

∫ 1

0

tet · 1
2
dt =

1

4

∫ 1

0

tetdt

《　ポイント　》(tet)′ = 1 · et + t · et = et + tet より, tet = (tet)′ − et∫ 1

0

tetdt =
[
tet

]1
0
−
∫ 1

0

etdt = e−
[
et
]1
0
= e− (e− 1) = 1

与式 =
1

4

∫ 1

0

tetdt =
1

4

{[
tet

]1
0
−
∫ 1

0

etdt

}

与式 =
1

4

{
e−

[
et
]1
0

}
=

1

4
{e− (e− 1)} =

1

4

【注】本問は例外的に θから先に積分する問題である. 本問と同じ領域Dであっても∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =
7
√
3

16
− 5

24
π や

∫∫
D

dxdy√
x2 + y2

=
π

6
+
√
3− 2 (広義積分)

の場合は rから先に積分した方が簡単である.
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