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　　　　　　　　　　第 3章　線形代数《 § 1 ベクトル 》 　　

145 −x+ 2
√
2y − 4z = 1で表される平面 Aと, 2x+ 2z = 1で表される平面 B がある.

この 2つの平面に関する以下の各問に答えよ.

(1) この 2つの平面のなす角は何度となるか 求めよ.

(2) この 2つの平面の交線の方程式を求めよ.

(3) この 2つの平面の交線を含み, かつ原点を通る平面の方程式を求めよ.

(三重大)

[解]

(1) 平面 A, B の法線ベクトルをそれぞれ a⃗, b⃗とし, a⃗と b⃗のなす角を θとすると,

a⃗ = (−1, 2
√
2,−4), b⃗ = (2, 0, 2),

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

=
(−1) · 2 + 2

√
2 · 0 + (−4) · 2√

(−1)2 + (2
√
2)2 + (−4)2

√
22 + 02 + 22

=
−2 + 0− 8√

1 + 8 + 16
√
4 + 0 + 4

=
−10√
25

√
8
=

−10

5 · 2
√
2
= − 1√

2

∴ θ = 135°

よって, 求める 2平面のなす角は 45°である .

(2) 《　ポイント　》2つの平面の交線は, 2つの平面の連立方程式から求める.

2つの平面の交線上の点 (x, y, z)は, 両方の平面上にあるから{
−x+ 2

√
2y − 4z = 1 · · · 1⃝

2x+ 2z = 1 · · · 2⃝

2⃝から, 2x = −2z + 1 ∴ x = −z + 1
2

これを 1⃝に代入して,

−
(
−z +

1

2

)
+ 2

√
2− 4z = 1 ∴ 2

√
2 = 3z +

3

2

4y = 3
√
2 +

3
√
2

2
∴ y =

3
√
2

4
z +

3
√
2

8

よって, z = tとおくと, 求める交線の方程式は

x = −t+
1

2
, y =

3
√
2

4
t+

3
√
2

8
, z = t （ tは任意定数 ）
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[(2)の別解] 《　ポイント　》a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3) の外積は

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

2つの平面の法線ベクトルはそれぞれ a⃗ = (−1, 2
√
2, −4), b⃗ = (1, 0, 1)であるから,

この 2つの平面の法線ベクトルの外積は

a⃗× b⃗ = (−1, 2
√
2, −4)× (1, 0, 1)

=
(
2
√
2 · 1− (−4) · 0, (−4) · 1− (−1) · 1, (−1) · 0− 2

√
2 · 1

)
=
(
2
√
2, −3, −2

√
2
)

= −2
√
2

(
−1,

3

2
√
2
, 1

)
= −2

√
2

(
−1,

3
√
2

4
, 1

)

よって,

(
−1,

3
√
2

4
, 1

)
は, 求める交線の方向ベクトルである.

2つの平面の方程式で z = 0として{
−x+ 2

√
2y = 1

2x = 1

を解くと, x =
1

2
, y =

3
√
2

8
だから, 点

(
1

2
,
3
√
2

8
, 0

)
は交線上の点の 1つである.

よって, 求める直線の方程式は,

交線の方向ベクトルが

(
−1,

3
√
2

4
, 1

)
で, 点

(
1

2
,
3
√
2

8
, 0

)
を通るから,

x = (−1) · t+ 1

2
, y =

3
√
2

4
· t+ 3

√
2

8
, z = 1 · t+ 0

∴ x = −t+
1

2
, y =

3
√
2

4
· t+ 3

√
2

8
, z = t

(3) 　《　ポイント　》2つの平面 f(x, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0の交線を含む平面は,

f(x, y, z) = 0 + k · g(x, y, z) = 0 と表すことができる.

2つの平面 −x+ 2
√
2y − 4z − 1 = 0, 2x+ 2z − 1 = 0 の交線を含む平面は,

(−x+ 2
√
2y − 4z − 1) + k(2x+ 2z − 1) = 0

とおける. これが原点を通るから, −1 + k(−1) = 0 ∴ k = −1

よって, 求める方程式は,

(−x+ 2
√
2y − 4z − 1)− (2x+ 2z − 1) = 0

−x+ 2
√
2y − 4z − 1− 2x− z + 1 = 0

∴ 3x− 2
√
2y + 6z = 0

2



碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 145 紹介》3/3

[(3)の別解] (2)で求めた交線の方程式より,

x = −t+
1

2
, y =

3
√
2

4
· t+ 3

√
2

8
, z = t · · · · · · 3⃝

t = 0とおくと, x =
1

2
, y =

3
√
2

8
, z = 0

よって, 3⃝は点

(
1

2
,
3
√
2

8
, 0

)
を通る. ,

t = −1

2
とおくと, x = −

(
−1

2

)
+

1

2
= 1, y =

3
√
2

4
·
(
−1

2

)
+

3
√
2

8
= 0, z = −1

2

よって, 3⃝は点
(
1, 0, −1

2

)
を通る.

求める平面を方程式を

ax+ by + cz + d = 0 · · · · · · 4⃝

とおくと, 4⃝は 2点

(
1

2
,
3
√
2

8
, 0

)
,

(
1, 0, −1

2

)
, と原点 (0, 0, 0)を通るから,


1

2
a+

3
√
2

8
b+ d = 0

a− 1

2
c+ d = 0

d = 0

{
4a+ 3

√
2b = 0

2a− c = 0

b = − 4

3
√
2
a = −4

√
2

3 · 2
a = −2

√
2

3
a, c = 2a

よって, 4⃝に b = −2
√
2

3
a, c = 2a, d = 0 を代入して,

ax− 2
√
2

3
ay + 2az = 0 ∴ a

(
3x− 2

√
2y + 6z

)
= 0

a ̸= 0 より, 3x− 2
√
2y + 6z = 0

【注】(2)の直線の方程式 x = −t+
1

2
, y =

3
√
2

4
· t+ 3

√
2

8
, z = t は次のように答えてもよい.

t =
x− 1

2
−1

, t =
y − 3

√
2

8
3
√
2

4

, t = zより

x− 1

2
−1

=
y − 3

√
2

8
3
√
2

4

= z

∴
x− 1

2
−4

=
y − 3

√
2

8
3
√
2

=
z

4

《　ポイント　》点 (x1, y1, z1)を通り,

方向ベクトルが (vx, vy, vz)の直線の方程式は,

vx ̸= 0 vy ̸= 0, vz ̸= 0 のとき.

x− x1

vx
=

y − y1
vy

=
z − z1
zx

(2)の直線は方向ベクトルが
(
−1, 3

√
2

4 , 1
)
で,

点
(

1
2 ,

3
√
2

8 , 0
)
を通るから,

x− 1
2

−1
=

y − 3
√
2

8

3
√
2

4

=
z − 0

1

3


