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　　　　　　　　　　第 3章　線形代数《 § 3　固有値とその応用 》 　　

204 以下の行列 Aについて, 1次の問いに答えよ.

A =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6


(1) Aの固有値を求めよ.

(2) Aの固有ベクトルを求めよ.

(3) An


3

2

−3

0

 (n = 1, 2, · · · ) を求めよ.

(横浜国立大)

《　ポイント　》A, B, C が n次正方行列, Oが n次の零行列のとき,∣∣∣∣∣ A O

C B

∣∣∣∣∣ = |A| |B|

[解]

(1) 固有方程式は

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6

− λ


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3− λ 4 0 0

−2 3− λ 0 0

6 1 6− λ 8

−2 −3 −4 −6− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ −3− λ 4

−2 3− λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6− λ 8

−4 −6− λ

∣∣∣∣∣
　　 1列+ 2列× 1　　　

　　 1行+ 2行× 1　　　

∣∣∣∣∣ 1− λ 4

1− λ 3− λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 2− λ 2− λ

−4 −6− λ

∣∣∣∣∣
　　 2行− 1行× 1　　　

　　 2列− 1列× 1　　　

∣∣∣∣∣ 1− λ 4

0 −1− λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 2− λ 0

−4 −2− λ

∣∣∣∣∣
= (1− λ)(−1− λ)(2− λ)(−2− λ) = 0

λ = 1, λ = −1, λ = 2, λ = −2

よって, 固有値は λ = −2, −1, 1, 2
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(2) 《　ポイント　》固有値 λに対する固有ベクトル vは (A− λE)v = oを解けばよい.

λ = −2の場合

A− (−2)E =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6

+ 2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


−1 4 0 0

−2 5 0 0

6 1 8 8

−2 −3 −4 −4



　　　 1行× (−1)

　　　 2行− 1行× 2

　　　 3行+ 2行× 3

　　　 4行− 2行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −4 0 0

0 −3 0 0

0 16 8 8

0 −8 −4 −4



　　　 2行×
(
− 1

3

)
　　　 3行× 1

8

　　　 4行+ 3行× 1
2

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −4 0 0

0 1 0 0

0 2 1 1

0 0 0 0



　　　 1行+ 2行× 4

　　　 3行− 2行× 2

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0




x

y

z

w

 =


x

y

z + w

0

 =


0

0

0

0


∴ x = 0, y = 0, z + w = 0より z = c1 とおくと, w = −c2


x

y

z

w

 =


0

0

c1

−c1

 ∴ v1 = c1


0

0

1

−1


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λ = −1の場合

A− (−1)E =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6

+


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


−2 4 0 0

−2 4 0 0

6 1 7 8

−2 −3 −4 −5


　　　 1行×

(
− 1

2

)
　　　 2行− 1行× 1

　　　 3行+ 1行× 3

　　　 4行− 1行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −2 0 0

0 0 0 0

0 13 7 8

0 −7 −4 −5


　　　

　　　 3行+ 4行× 2

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −2 0 0

0 0 0 0

0 −1 −1 −2

0 −7 −4 −5


1行+ 3行× 2

　　　 3行× (−1)

　　　 4行− 3行× 7

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 2 4

0 0 0 0

0 1 1 2

0 0 3 9



　　　 4行× 1
3

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 2 4

0 0 0 0

0 1 1 2

0 0 1 3



　　　 1行− 4行× 2

　　　 3行− 4行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 0 −2

0 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 3




1 0 0 −2

0 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 3




x

y

z

w

 =


x− 2w

0

y − w

z + 3w

 =


0

0

0

0


∴ x = 2w, y = w, z = −3w より w = c2 とおくと, x = 2c2, y = c2, z = −3c2

x

y

z

w

 =


2c2

c2

−3c2

c2

 ∴ v2 = c2


2

1

−3

1

 (c2 ̸= 0)

3



碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 204 紹介》4/8

λ = 1の場合

A− E =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6

−


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


−4 4 0 0

−2 2 0 0

6 1 5 8

−2 −3 −4 −7


　　　 1行×

(
− 1

4

)
　　　 2行− 1行×

(
1
2

)
　　　 3行+ 2行× 3

　　　 4行− 2行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −1 0 0

0 0 0 0

0 7 5 8

0 −5 −4 −7


　　　

　　　 4行+ 3行× 1

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −1 0 0

0 0 0 0

0 7 5 8

0 2 1 1



　　　 3行− 4行× 3

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 −1 0 0

0 0 0 0

0 1 2 5

0 2 1 1



　　　 1行+ 3行× 1

　　　 4行− 3行× 2

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 2 5

0 0 0 0

0 1 2 5

0 0 −3 −9



　　　

　　　 4行×
(
− 1

3

)
　　　　

−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 2 5

0 0 0 0

0 1 2 5

0 0 1 3



　　　 1行− 4行× 2

　　　 3行− 4行× 2
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 3




1 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 3




x

y

z

w

 =


x− w

0

y − w

z + 3w

 =


0

0

0

0


∴ x = w, y = w, z = −3w より w = c3 とおくと, x = c3, y = c3, z = −3c3

x

y

z

w

 =


c3

c3

−3c3

c3

 ∴ v3 = c3


1

1

−3

1

 (c3 ≠ 0)

4
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λ = 2の場合

A− 2E =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6

− 2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


−5 4 0 0

−2 1 0 0

6 1 4 8

−2 −3 −4 −8


　　　 1行− 2行× 3

　　　

　　　 3行+ 2行× 3

　　　 4行− 2行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 1 0 0

−2 1 0 0

0 4 4 8

0 −4 −4 −8


　　　 2行+ 1行× 2

　　　 3行× 1
4

　　　 4行+ 3行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 1 0 0

0 3 0 0

0 1 1 2

0 0 0 0



　　　 2行× 1
3

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 1 0 0

0 1 0 0

0 1 1 2

0 0 0 0



　　　 1行− 2行× 1

　　　 3行− 2行× 1

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 2

0 0 0 0




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 2

0 0 0 0




x

y

z

w

 =


x

y

z + 2w

0

 =


0

0

0

0


∴ x = 0, y = 0, z = −2w より w = −c4 とおくと, x = 0, y = 0, z = 2c4

x

y

z

w

 =


0

0

2c4

−c4

 ∴ v4 = c4


0

0

2

−1

 (c4 ̸= 0)

よって, 固有値 λ = −2, −1, 1, 2に対する固有ベクトルはそれぞれ

c1


0

0

1

−1

 (c1 ̸= 0), c2


2

1

−3

1

 (c2 ̸= 0), c3


1

1

−3

1

 (c3 ̸= 0), c4


0

0

2

−1

 (c4 ̸= 0)

5
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(3) Anbを求めるために bを固有ベクトルの線形結合で表す.

b =


3

2

−3

0

, v1 =


0

0

1

−1

, v2 =


2

1

−3

1

, v3 =


1

1

−3

1

, v4 =


0

0

2

−1

,

とおき, b = c1v1 + c2v2 + c3v3 + c4v4 となる c1, c2, c3, , c4 を求める.
3

2

−3

0

 = c1


0

0

1

−1

 +c2


2

1

−3

1

 +c3


1

1

−3

1

 +c4


0

0

2

−1



これより, 次の連立方程式が成り立つ.


2c2 + c3 = 3

c2 + c3 = 2

c1 − 3c2 − 3c3 + 2c4 = −3

−c1 + c2 + c3 − c4 = 0

,

これを解くと, c1 = c2 = c3 = c4 = 1　　　　∴ b = v1 + v2 + v3 + v4

Av1 =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6




0

0

1

−1

 =


0

0

−2

2

 = −2


0

0

1

−1

 = −2v1

Av2 =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6




2

1

−3

1

 =


−2

−1

3

−1

 = −


2

1

−3

1

 = −v2

Av3 =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6




1

1

−3

1

 =


1

1

−3

1

 = v3

Av4 =


−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6




0

0

2

−1

 =


0

0

4

−2

 = 2


0

0

2

−1

 = 2v4

Av1 = −2v1, Av2 = −v2, Av3 = v3, Av4 = 2v4

∴ Anv1 = (−2)nv1, A
nv2 = (−1)nv2, A

nv3 = v3, A
nv4 = 2nv4

Anb = An(v1 +v2 +v3 +v4) = Anv1 +Anv2 +Anv3 +Anv4 = (−2)nv1 +(−1)nv2 +1nv3 +2nv4

= (−2)n


0

0

1

−1

+ (−1)n


2

1

−3

1

+ 1n


1

1

−3

1

+ 2n


0

0

2

−1



=


0

0

(−2)n

−(−2)n

+


2(−1)n

(−1)n

−3(−1)n

(−1)n

+


1

1

−3

1

+


0

0

2n+1

−2n

 =


2(−1)n + 1

(−1)n + 1

(−2)n − 3(−1)n − 3 + 2n+1

−(−2)n + (−1)n + 1− 2n


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《　ポイント　 (3)の別解　》　 Aを対角化して, An を求めて利用する.

P =


0 2 1 0

0 1 1 0

1 −3 −3 2

−1 1 1 −1

 の逆行列 P−1 を求める.


0 2 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

1 −3 −3 2 0 0 1 0

−1 1 1 −1 0 0 0 1


　　　

　　　 1行− 2行× 1

　　　

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


0 1 0 0 1 −1 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

1 −3 −3 2 0 0 1 0

−1 1 1 −1 0 0 0 1


　　　

　　　 2行− 1行× 1

　　　

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 2 0 0

1 −3 −3 2 0 0 1 0

−1 1 1 −1 0 0 0 1


　　　

　　　 3行+ (1行+ 2行)× 3

　　　 4行− (1行+ 2行)

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 2 0 0

1 0 0 2 0 3 1 0

−1 0 0 −1 0 −1 0 1


　　　

　　　

　　　 4行+ 3行

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 2 0 0

1 0 0 2 0 3 1 0

0 0 0 1 0 2 1 1


　　　

　　　

　　　 3行− 4行× 2

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 2 0 0

1 0 0 0 0 −1 −1 −2

0 0 0 1 0 2 1 1


　　　

　　　

　　各行を並べ替える

　　　

　　　　
−−−−−−−−−−−−−−−−→
　　　　　　　　　　　


1 0 0 0 0 −1 −1 −2

0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 2 0 0

0 0 0 1 0 2 1 1



∴ P−1 =


0 −1 −1 −2

1 −1 0 0

−1 2 0 0

0 2 1 1


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P−1AP =


0 −1 −1 −2

1 −1 0 0

−1 2 0 0

0 2 1 1




−3 4 0 0

−2 3 0 0

6 1 6 8

−2 −3 −4 −6




0 2 1 0

0 1 1 0

1 −3 −3 2

−1 1 1 −1



=


0 2 2 4

−1 1 0 0

−1 2 0 0

0 4 2 2




0 2 1 0

0 1 1 0

1 −3 −3 2

−1 1 1 −1

 =


−2 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2


An = P (P−1AP )(P−1AP )(P−1AP ) · · · (P−1AP )(P−1AP )P−1

= P (P−1AP )nP−1

=


0 2 1 0

0 1 1 0

1 −3 −3 2

−1 1 1 −1




−2 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2


n 

0 −1 −1 −2

1 −1 0 0

−1 2 0 0

0 2 1 1



=


0 2 1 0

0 1 1 0

1 −3 −3 2

−1 1 1 −1




(−2)n 1 0

0 (−1)n 0 0

0 0 1n 0

0 0 0 2n




0 −1 −1 −2

1 −1 0 0

−1 2 0 0

0 2 1 1



=


0 2(−1)n 1 0

0 (−1)n 1 0

(−2)n −3(−1)n −3 2(2n)

−(−2)n (−1)n 1 −2n




0 −1 −1 −2

1 −1 0 0

−1 2 0 0

0 2 1 1



=


2(−1)n − 1 −2(−1)n + 2 0 0

(−1)n − 1 −(−1)n + 2 0 0

−3(−1)n + 3 −(−2)n + 3(−1)n − 6 + 4(2n) −(−2)n + 2(2n) −2(−2)n + 2(2n)

(−1)n − 1 (−2)n − (−1)n + 2− 2(2n) (−2)n − (2n) 2(−2)n − 2n



Anb =


2(−1)n − 1 −2(−1)n + 2 0 0

(−1)n − 1 −(−1)n + 2 0 0

−3(−1)n + 3 −(−2)n + 3(−1)n − 6 + 4(2n) −(−2)n + 2(2n) −2(−2)n + 2(2n)

(−1)n − 1 (−2)n − (−1)n + 2− 2(2n) (−2)n − (2n) 2(−2)n − 2n




3

2

−3

0



=


3{2(−1)n − 1}+ 2{−2(−1)n + 2}
3{(−1)n − 1}+ 2{−(−1)n + 2}

3{−3(−1)n + 3}+ 2{−(−2)n + 3(−1)n − 6 + 4(2n)} − 3{−(−2)n + 2(2n)}
3{(−1)n − 1}+ 2{(−2)n − (−1)n + 2− 2(2n)} − 3{(−2)n − (2n)}



=


6(−1)n − 3− 4(−1)n + 4

3(−1)n − 3− 2(−1)n + 4

−9(−1)n + 9− 2(−2)n + 6(−1)n − 12 + 8(2n) + 3(−2)n − 6(2n)

3(−1)n − 3 + 2(−2)n − 2(−1)n + 4− 4(2n)− 3(−2)n + 3(2n)



=


2(−1)n + 1

(−1)n + 1

(−2)n − 3(−1)n − 3 + 2n+1

−(−2)n + (−1)n + 1− 2n


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