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　　　　　　　　　　第 4章　応用数学《 § 2　ラプラス変換・フーリエ解析 》 　　

246 次の問いに答えよ.

(1) f(t) = sinwtのラプラス変換が F (s) =
w

s2 + w2
であることを示せ.

(2) f(t) = coswtのラプラス変換が F (s) =
3

s2 + w2
であることを示せ.

(3) f(t) = a+ btのラプラス変換が F (s) =
as+ b

s2
であることを示せ.

(九州大)

[解] 《　ポイント　》y = e−st の図から分かるように,

t −→ 0 のとき, e−st −→ 1

t −→ ∞ のとき , e−st −→ 0

O

y

t

1
y = e−st

(1) 《　ポイント　》
∫

eax cos bxdx =
eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) + C

L[coswt] =
∫ ∞

0

e−st coswtdt =

[
e−st

(−s)2 + w2
(−s coswt+ w sinwt)

]∞
0

= 0− e0

(−s)2 + w2
(−s cos 0 + w sin 0) = − 1

s2 + w2
(−s+ 0) =

s

s2 + w2

【注】w = 0のとき, L[coswt] = L[1] =
∫ ∞

0

e−stdt =

[
−1

s
e−st

]∞
0

= 0−
(
−1

s
e0
)

=
1

s

　　　
s

s2 + w2
=

s

s2 + 02
=

1

s
だから, w = 0のときも成り立つ.

(2) 《　ポイント　》
∫

eax sin bxdx =
eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + C

L[sinwt] =
∫ ∞

0

e−st sinwtdt =

[
e−st

(−s)2 + w2
(−s sinwt− w coswt)

]∞
0

= 0− e0

(−s)2 + w2
(−s sin 0− w cos 0) = − 1

s2 + w2
(0− w) =

w

s2 + w2

【注】w = 0のとき, L[sinwt] = L[0] =
∫ ∞

0

e−st · 0dt = 0

　　　
w

s2 + w2
= 0だから, w = 0のときも成り立つ.

1



碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 246 紹介》2/2

(3) L[a+ bt] =

∫ ∞

0

e−st(a+ bt)dt = a

∫ ∞

0

e−stdt+ b

∫ ∞

0

te−stdt

ここで, a

∫ ∞

0

e−stdt = a

[
−1

s
e−st

]∞
0

= −a

s

[
e−st

]∞
0

= −a

s

(
0− e0

)
= −a

s
(−1) =

a

s(
−1

s
te−st

)′

= −1

s

(
1 · e−st + t · (−s)e−st

)
= −1

s
e−st + te−st

te−st =

(
−1

s
te−st

)′

+
1

s
e−st

∫ ∞

0

te−stdt =

[
−1

s
te−st

]∞
0

+
1

s

∫ ∞

0

e−stdt

= (0− 0) +
1

s

∫ ∞

0

e−stdt =
1

s

[
−1

s
e−st

]∞
0

= − 1

s2
[
e−st

]∞
0

= − 1

s2
(0− e0) = − 1

s2
(−1) =

1

s2

b

∫ ∞

0

te−stdt = b
1

s2
=

b

s2
であるから,

L[a+ bt] =

∫ ∞

0

e−st(a+ bt)dt = a

∫ ∞

0

e−stdt+ b

∫ ∞

0

te−stdt

=
a

s
+

b

s2
=

as+ b

s2
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