
碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 271 紹介》1/2

　　　　　　　　　　第 4章　応用数学《 § 3 複素関数 》 　　

271

∫
C

eiz

z
dz を右図のような

複素平面上の経路 C で計算することにより,∫ ∞

0

sinx

x
dx の値を求めよ.

O

y

x
R−R ξ−ξ

CR

C1

Cξ

C2

C = CR + C1 + Cξ + C2

(お茶の水大)

《　ポイント　》
∫
CR

eiz

z
dz −→ 0 を示すために, sin t ≧ 2

π
t

(
0 ≦ t ≦ π

2

)
を使う.

[解] f(z) =
eiz

z
とおく. f(z)の特異点は z = 0で 1位の極である.

積分経路を CR : z = Reit (0 ≦ t ≦ π) C1 : z = t (−R ≦ t ≦ −ξ) C2 : z = t (ξ ≦ t ≦ π)

Cξ の逆向き −Cξ = ξeit (0 ≦ t ≦ π) として,

C = C1 + Cξ + C2 + CR とおく.

f(z)は曲線 C の内部と周上で正則だから,

∫
C

f(z)dz = 0 · · · 1⃝

《　ポイント　》t = −sとおくと,
dt

ds
= −1 ∴ dt = (−1)ds∫

C1

f(z)dz =

∫ −ξ

−R

f(t)dt =

∫ ξ

R

f(−s) · (−1)ds =

∫ R

ξ

f(−s)ds∫
C1

f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz =

∫ R

ξ

f(−t)dt+

∫ R

ξ

f(t)dt

=

∫ R

ξ

(f(−t) + f(t)) dt =

∫ R

ξ

(
ei(−t)

−t
+

eit

t

)
dt =

∫ R

ξ

eit − e−it

t
dt

=

∫ R

ξ

2i

t
· e

it − e−it

2i
dt 《　ポイント　》sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
, cos θ =

eiθ + e−iθ

2

=

∫ R

ξ

2i

t
· sin tdt = 2i

∫ R

ξ

sin t

t
dt; · · · 2⃝∫

ξ

f(z)dz =

∫ 0

π

eiξe
it

ξeit
· iξeitdt = −i

∫ π

0

eiξe
it

dt だから,

lim
ξ→+0

∫
Cξ

f(t)dt = −i

∫ π

0

e0dt = −i

∫ π

0

dt = −i
[
t
]π
0
= −iπ · · · 3⃝∣∣∣∣∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ π

0

eiReit

Reit
· iReitdt

∣∣∣∣∣
≦

∫ π

0

∣∣∣ieiReit
∣∣∣ dt 《　ポイント　》2i sin θ = eiθ − e−iθ 2 cos θ = eiθ + e−iθ

=

∫ π

0

∣∣∣ieiR(i sin t+cos t)
∣∣∣ dt 2i sin θ + 2 cos θ = 2eit ∴ i sin θ + cos θ = eit

=

∫ π

0

∣∣∣ieR(i2 sin t+i cos t)
∣∣∣ dt

=

∫ π

0

∣∣∣ieiR cos teR(− sin t)
∣∣∣ dt

=

∫ π

0

∣∣ieiR cos te−R sin t
∣∣ dt = ∫ π

0

e−R sin tdt

=

∫ π
2

0

e−R sin tdt+

∫ π

π
2

e−R sin tdt

1
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与式 =

∫ π
2

0

e−R sin tdt+

∫ 0

π
2

e−R sin tdt

ここで, t = π − r おくと,
dt

dr
= −1 ∴ dt = −dr

∫ 0

π
2

e−R sin(π−r)(−1)dr =

∫ π
2

0

e−R sin rdr だから,

与式=

∫ π
2

0

e−R sin tdt+

∫ π
2

0

e−R sin tdt

= 2

∫ π
2

0

e−R sin tdt 　《　ポイント　》sin t =
2

π
t

(
0 ≦ t ≦ π

2

)
を使う.

≦ 2

∫ π
2

0

e−R· 2
π tdt

= 2
[
− π

2R
e

2R
π t

]π
2

0
= − π

R

[
e

2R
π t

]π
2

0

= − π

R

(
e

2R
π ·π2 − e0

)
= − π

R

(
eR − 1

)
=

π

R
(1− eR)

これより,

lim
R → ∞

∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≦ lim
R → ∞

π

R

(
1− eR

)
= 0

したがって, lim
R → ∞

∫
CR

f(z)dz = 0 · · · 4⃝

∫
C

f(z)dz =

∫
CR

f(z)dz +

∫
C1

f(z)dz +

∫
ξ

f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz

ここで, 1⃝, 2⃝より,

∫
C

f(z)dz = 0,

∫
C1

f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz = 2i

∫ R

ξ

sinx

x
dx だから,

0 = 2i

∫ R

ξ

sinx

x
dx+

∫
CR

f(z)dz +

∫
ξ

f(z)dz

ξ→+ 0, R→∞ とすると,

3⃝, 4⃝より, lim
ξ→+0

∫
ξ

f(z)dz = −iπ, lim
R → ∞

∫
CR

f(z)dz = 0 だから,

0 = 2i

∫ R

ξ

sinx

x
dx+ 0− iπ

よって,

∫ R

ξ

sinx

x
dx =

π

2

2


