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　　　　　　　　　　第 2章　微分積分 II《 § 1 関数の展開　 》 　　

67

関数 f(x)は開区間 　
(
−π

2
,
π

2

)
において

f(x) = log cosx

で定義されているとする. このとき次の問いに答えよ. ただし対数は自然数である.

(1) f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x)を求めよ.

(2) f(x)の 2次までのマクローリン展開を求めよ. また, 剰余項 R3(x)を求めよ.

(3) 極限 lim
n → ∞

cosn
(

1√
n

)
を求めよ.

(信州大)

【解】

(1) f(x) = log cosx, 　
(
−π

2
,
π

2

)
より

f ′(x) =
1

cosx
· (cosx)′ = 1

cosx
· (− sinx) = − sinx

cosx
= − tanx

f ′′(x) = −
(
sinx

cosx

)′

= − (sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

cos2 x

= −cosx · cosx− (− sinx) · sinx
cos2 x

= −cos2 x+ sin2 x

cos2 x
= − 1

cos2 x

f ′′′(x) = −
(

1

cos2 x

)′

= −
{
− (cos2 x)′

(cos2 x)2

}
=

2 cosx · (cosx)′

cos4 x
=

2 cosx · (− sinx)

cos4 x
=

−2 sinx

cos3 x

《　 別解　》 f ′′(x) = − cos−2 x より

f ′′′(x) = −(−2) cos(−2)−1 ·(cosx)′ = 2 cos−3 ·(− sinx) =
−2sinx

cos3 x

(2) 《　ポイント 　》 マクローリン展開

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) + f ′(0)x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·

剰余項は Rn(x) =
f (n)(θx)

n!
xn (0 < θ < 1)

f(0) = log cos 0 = log 1 = 0 f ′(0) = − tan 0 = 0

f ′′(0) = − 1

cos2 0
= − 1

12
= −1 f ′′′(0) =

−2 sin 0

[cos3 0
=

−2 · 0
13

= 0より

f(x)の 2次までのマクローリン展開すると.

= f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +R3(x) = 0 + 0 · x+

−1

2
x2 +R3(x) = −1

2
x2 +R3(x)

剰余項 R3(x)を求めると.

R3(x) =
f ′′′(θx)

3!
x3 =

1

3!

−2sinθx

cos3 θx
x3 = − sin θx

3 cos3 θx
x3 (0 < θ < 1)

1



碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 67 紹介》2/2

(3) 《　ポイント 　》 まず, log cosn
(

1√
n

)
の極限を考え, (2)の結果を利用する.

x =
1√
n
とおくと, n =

1

x2

n→∞ のとき, x→+ 0 となるから,

lim
n → ∞

log cosn
(

1√
n

)
= lim

n → ∞
n log cos

(
1√
n

)

= lim
x →+0

1

x2
log cosx = lim

x →+0

1

x2
f(x) = lim

x →+0

1

x2
·
(
−1

2
x2 +R3(x)

)

= −1

2
+ lim

x →+0

R3(x)

x2
= −1

2
+ lim

x →+0

− sin θx

3 cos3 θx
x3

x2

= −1

2
+ lim

x →+0

(
− sin θx

3 cos3 θx
x

)
= −1

2

【別解】x =
1√
n
とおくと, n =

1

x2

n→∞ のとき, x→+ 0 となるから,

log cosn
(

1√
n

)
= n log cos

(
1√
n

)

=
1

x2
log cosx =

log cosx

x2

lim
n → ∞

log cosn
(

1√
n

)
= lim

x →+0

log cosx

x2
= lim

x →+0

(log cosx)′

(x2)′
= lim

x →+0

1

cosx
· (cosx)′

2x

= lim
x →+0

1

cosx
· (− sinx)

2x
= lim

x →+0

− sinx

cosx
2x

= − lim
x →+0

sinx

x
· 1

2 cosx
= −

(
1 · 1

2 · 1

)
= −1

2

2


