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x+ 2y + z + e2z − 1 = 0から定まる陰関数 z = f(x, y)について, 以下の問いに答えよ.

(1) 偏導関数
∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂2z

∂x2
,

∂2z

∂y∂x
,
∂2z

∂y2
を求めよ.

(2) z = f(x, y)が表す曲面上の点 (x, y, z) = (−2, 1, 0)における接平面の方程式を求めよ.

(3) f(x, y)の原点 (x, y) = (0, 0)における変数のテイラー展開を 2次の項まで求めよ.

(筑波大)

[解]

(1) x+ 2y + z + e2z − 1 = 0 · · · (∗) で定める zを x, yの 2変数関数とみなす.

(∗) を xで偏微分すると, 1 +
∂z

∂x
+ 2e2z

∂z

∂x
= 0 より

(1 + 2e2z)
∂z
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= −1 ∴
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= − 1
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(∗) を yで偏微分すると, 2 +
∂z

∂y
+ 2e2z

∂z

∂y
= 0 より
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}
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∂z

∂x
=

4e2z

(1 + 2e2z)2

(
− 1

1 + 2e2z

)
= − 4e2z

(1 + 2e2z)3

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

∂z

∂x
=

∂

∂y

(
− 1

1 + 2e2z

)
= −

{
− (1 + 2e2z)′

(1 + 2e2z)2

}
∂z

∂y

=
4e2z

(1 + 2e2z)2
∂z

∂y
=

4e2z

(1 + 2e2z)2

(
− 2

1 + 2e2z

)
= − 8e2z

(1 + 2e2z)3

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

∂z

∂y
=

∂

∂y

(
− 2

1 + 2e2z

)
= −2

{
− (1 + 2e2z)′

(1 + 2e2z)2

}
∂z

∂y

=
8e2z

(1 + 2e2z)2
∂z

∂y
=

8e2z

(1 + 2e2z)2

(
− 2

1 + 2e2z

)
= − 16e2z

(1 + 2e2z)3

1



碓氷軽井沢 IC 数学教育研究所 大学編入のための数学問題集改定版《 81 紹介》2/3

(2) 《　ポイント 21　》 (1) 曲面 z = f(x, y)上の点 (a, b, f(a, b))における接線の方程式は

z − f(a, b) = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

(2) 曲面 f(x, y, z) = 0 上の点 (a, b, c)における接平面の方程式

fx(a, b, c)(x− a) + fy(a, b, c)(y − b) + fz(a, b, c)(z − c) = 0

【解１】x+ 2y + z + e2z − 1 = 0 この式において, z = f(x, y)とおくと,

xで偏微分すると,

1 +
∂z

∂x
+ 2e2z

∂z

∂x
= 0 (1 + 2e2z)

∂z

∂x
= −1 ∴

∂z

∂x
= − 1

1 + 2e2z

yで偏微分すると,

2 +
∂z

∂y
+ 2e2z

∂z

∂y
= 0 (1 + 2e2z)

∂z

∂y
= −2 ∴

∂z

∂y
= − 2

1 + 2e2z

よって, 点 (x, y, z) = (−2, 1, 0)における接平面の方程式は,

z − 0 =

{
− 1

1 + 2e2·0

}
{x− (−2)}+

{
− 2

1 + 2e2·0

}
(y − 1)

z =

{
−1

3

}
(x+ 2) +

{
−2

3

}
(y − 1)

z = −1

3
(x+ 2)− 2

3
(y − 1)

3z = −x− 2− 2y + 2 ∴ x+ 2y + 3z = 0

【解２】f(x, y, z) = x+ 2y + z + e2z − 1とおくと,

fx(x, y, z) = 1より, fx(−2, 1, 0) = 1

fy(x, y, z) = 2より, fy(−2, 1, 0) = 2

fz(x, y, z) = 1 + 2e2z より, fz(−2, 1, 0) = 1 + 2e2·0 = 3

よって, 点 (x, y, z) = (−2, 1, 0)における接平面の方程式は,

1 · {x− (−2)}+ 2 · (y − 1) + 3 · (z − 0) = 0

x+ 2 + 2y − 2 + 3z = 0 ∴ x+ 2y + 3z = 0
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(3) 《　ポイント 22　》2変数関数のテイラーの定理　　　 ( h = x− a, k = y − b )

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)h+ fy(a, b)k +
1

2

(
fxx(a, b)h

2 + fxy(a, b)hkfyy(a, b)k
2
)
+ · · ·

· · ·+ 1

(n− 1)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n−1

f(a, b) +Rn

Rn =
1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n

f(a+ θh, b+ θk) (0 < θ < 1)

x+ 2y + z + e2z − 1 = 0 · · · (∗)

(∗)で, x = y = 0 とした方程式 z + e2z − 1 = 0を満たす z = f(0, 0)の値を考える.

h(z) = z+ e2z −1とおくと, h(z)は連続であり, h′(z) = 1+2e2z > 0だから, h(z)は単調増加する.

また, lim
z →−∞

h(z) < 0 かつ lim
z → ∞

h(z) > 0だから, h(z) = 0を満たす zの値は 1つに限られる.

ここで, h(0) = 0 + e0 − 1 = 0だから, 方程式 z + e2z − 1 = 0を満たす zの値は z = f(0, 0) = 0の

みである.

z = f(x, y)に注意して,

fx = − 1

1 + 2e2z
より, fx(0, 0) = − 1

1 + 2e2·0
= −1

3

fy = − 2

1 + 2e2z
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3
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(1 + 2e2z)3
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(1 + 2e2·0)3
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27

fxy = − 8e2z

(1 + 2e2z)3
より, fxy(0, 0) = − 8e2·0

(1 + 2e2·0)3
= − 8

27

fyy = − 16e2z

(1 + 2e2z)3
より, fyy(0, 0) = − 16e2·0

(1 + 2e2·0)3
= −16

27

よって,

f(x, y) = f(0, 0) + fx(0, 0)x+ fy(0, 0)y +
1

2

(
fxx(0, 0)x

2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y
2
)
+ · · ·

= −1

3
x− 2

3
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1

2

(
− 4

27
x2 − 2 · 8

27
xy − 16

27
y2
)
+ · · ·

= −1

3
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3
y − 2

27
x2 − 8

27
xy − 8

27
y2 + · · ·

《　ポイント　》1次の項までが接平面を表す.

z = f(x, y)上の点 (x, y, z) = (−2, 1, 0)における接平面の方程式は,

z = −1

3
x− 2

3
y
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