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0.1 (1) |x| < 1 として，次式を証明せよ．

loge
1 + x

1− x
= 2

(
x+

1

3
x3 + · · · · · ·+ x2n−1

2n− 1
+ · · ·

)

(2) loge
3

2
, loge 2 , loge 3 を小数第３位まで求めよ．

(京都大 1995）　　 (m19953301)

0.2 x2 + y2 + z2 = 1 として， f(x, y, z) = x+ y2 + z3 の最大値と最小値を求めよ．

(京都大 1995）　　 (m19953302)

0.3 D =
{
(x, y, z)

∣∣ x2 + y2 + z2 ≦ a2
}
として，次式を求めよ．∫∫∫

D

zn dx dy dz （ｎは自然数）

(京都大 1995）　　 (m19953303)

0.4 A =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 とする．

(1) A の固有値と固有ベクトルを求めよ．

(2) P−1AP が対角行列となるような適当な P を選べ．

(京都大 1995）　　 (m19953304)

0.5 z = xf(z) + y , u = g(z) のとき，
∂u

∂x
= f(z)

∂u

∂y

であることを証明せよ．

(京都大 1996)　　 (m19963301)

0.6 球面 x2 + y2 + z2 = a2　 (a > 0)の x2 + y2 = ax の円柱内の体積を求めよ．

(京都大 1996)　　 (m19963302)

0.7 行列 A,B,C が A · B , B · C が各々の行と列が与えられるように定義されているとき，以下の問

いに答えよ．

(1) (A ·B) · C , A · (B · C) が定義されていることを示せ．

(2) (A ·B)T = BT ·AT を証明せよ．ただし，AT は転置行列である．

(3) (2)を用いて (A ·B · C)T = CT ·BT ·AT を証明せよ．

(京都大 1996)　　 (m19963303)

0.8 A =

 1 0 1

0 1 0

1 0 1

 TT ·A · T = D

とするとき，直交行列 T と対角行列 D を一組求めよ．また，A = B2 となる正方行列 B を一組

求めよ．

(京都大 1996)　　 (m19963304)
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0.9 Nim という複数個の石を２人で交互に取るという簡単なゲームがある．１回に取る石は，１～３個で

最後に石を取った方が負けである．以下の問いに答えよ．

(1) 残っている石が２～４個のとき，次に石を取る方が必ず勝つ事が出来る事を示せ．

(2) 残っている石が５個の時，次に石を取らない方が必ず勝つ事が出来る事を示せ．

(3) 残っている石が６～８個の時，次に石を取る方が必ず勝つ事が出来る事を示せ．

(4) 残っている石が 4n+1 個の時，次に石を取らない方が必ず勝つ事が出来る事を数学的帰納法で

示せ．また，それ以外の時は次に石を取る方が必ず勝つ事が出来る事を示せ．

(京都大 1998)　　 (m19983301)

0.10 関数 r = a(1 + cos θ) が領域 A{−π ≤ θ ≤ π} で定義されている．以下の問いに答えよ．

(1) この閉曲線の長さ L を求めよ．

(2) この閉曲線に囲まれた面積 S を求めよ．

(京都大 1998)　　 (m19983302)

0.11 次の微分方程式に関する問いに答えよ．

(1)
dy

dx
=

d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

を解け．

(2) 上の解で x = 0 で y = 0 ,
dy

dx
= 0 (or 0.5)のとき，曲線の概形を描け．

(京都大 1998)　　 (m19983303)

0.12 行列 A が次のように定義されている．以下の問いに答えよ．

A =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


(1) A の固有値，固有ベクトルを求めよ．

(2) A を対角化する正則行列 P を求めよ．

(京都大 1998)　　 (m19983304)

0.13 昭和 25年は西暦 1950年であるが，1950は 25で割りきれる．昭和元年から 63年までで西暦が割り

きれるのは何か．

(京都大 1999)　　 (m19993301)

0.14 次の積分方程式を求めよ．
d2y

dx2
=

∫ x

a

y(t) · (x− t)dt

(京都大 1999)　　 (m19993302)

0.15 行列 A が次のように定義されているとき，以下の問いに答えよ．

A =



1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

x1
2 x2

2 . . . xn
2

...
...

. . .
...

x1
n−1 x2

n−1 . . . xn
n−1


(1) i 列目の xi と j 列目の xj が等しい場合，階数は n より１以上小さいことを示せ．
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(2) A の行列式は (xi − xj)で割りきれることを示せ．(i ̸= j)

(3) 列の値がすべて同じ値である列数が m であるとすると，階数は (n−m)であることを示せ．

(京都大 1999)　　 (m19993303)

0.16 つぎの各問いに答えよ．

(1) i , 1 + i , 1−
√
3i を極形式で表せ．

(2) ez = 4i なる z を求めよ．

(3)

∫
C

z − 1
3

z3 − z
dz , C :

∣∣∣∣z − 1

2

∣∣∣∣ = 1 の反時計を計算せよ．

(4)
1

z(z − i)
を z = i 近辺でローラン展開せよ．

(京都大 1999)　　 (m19993304)

0.17 円を４分割して，１つを当たりとするとき，円をまわして３本矢を投げてすべて当たりになる確率は

いくらか．

(京都大 1999)　　 (m19993305)

0.18 次の行列式の値を求めよ．但し，その導出過程も書くこと．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 . . . 0 0

0 x −1 . . . 0 0

0 0 x . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . x −1

an an−1 an−2 . . . a1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(京都大 2000)　　 (m20003301)

0.19 (1) 行列 A，固有値 λ，それに対応する固有ベクトル x の間の関係式を書け．

(2) 行列 A，固有値 λ が満たすべき方程式を固有方程式という．固有方程式を書け．

(3) A =

 2 1 1

1 2 1

1 1 2

 のとき，A の固有値を求めよ．

(4) (3) の固有値に対する固有ベクトルの中で，互いに直交な単位ベクトルを求めよ．

(京都大 2000)　　 (m20003302)

0.20 次の複素積分を行え．ただし，i =
√
−1（虚数単位）とする．

(1) I =

∫
C

(z − z0)
ndz　　　　 C : |z − z0| = r

(2) 留数定理を用いて，次の積分を行え．

I1 =

∫
C1

3z + 1

z2 + 1
dz　　　　　　　 C1 : |z − i| = 1

I2 =

∫
C2

(z2 + 2)2

(2z2 − z)(z + 3)
dz　　　　 C2 : |z| = 1

(京都大 2000)　　 (m20003303)

0.21 以下の設問に答えよ．
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(1) 中世のフランス貴族メイは，2個のサイコロを 24回振って 6のぞろ目（両方のサイコロの目が共

に 6であること）が出るかという賭けで，出る方に賭けた．彼は，次のように考えた．1回振っ

たとき，6のぞろ目が出る確率は 1/36 なので，24回振れば 24 × 1/36 = 2/3 である．しか

し，彼は大損をした．正しい計算方法を示せ．

(2) 箱 A には，白球 5個，赤球 1個が入っている．箱 B には，白球 1個，赤球 5個が入っている．

今，任意に箱を選び球を 1個取り出したら赤球であった．その球を元の箱に戻し，同じ箱から球

をとり出したとき，再び赤球である確率を求めよ．

(3) ある小売店では商品を A 社から 7割，B 社から 3割仕入れている． A 社からの納入品のう

ち 2割は純毛， B 社からの納入品のうち 4割は純毛である．その小売店で適当に純毛の品を選

んだとき， A 社の品である確率はいくらか．

(京都大 2000)　　 (m20003304)

0.22 (1) 関数 f(x)および g(x)は x = aにおいて，f(a) = g(a) = 0であり，f ′(a)および g′(a)が存在す

る．このとき，g′(a) ̸= 0であれば，次の式が成り立つことを示せ．

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

f ′(a)

g′(a)

(2) 次の極限値を求めよ． lim
x→0

x− sinx

x− tanx
(京都大 2002)　　 (m20023301)

0.23 微分方程式
d2y

dx2
+ 9y = 7 cos 3xを

(
d

dx
+ 3i

)(
d

dx
− 3i

)
y = 7 cos 3x と書く．

z =

(
d

dx
− 3i

)
yと置くことにより，上の微分方程式は

(
d

dx
+ 3i

)
z = 7 cos 3xとなる．これを用い

て，上の微分方程式の一般解を以下の問いに従って求めよ．

(1)
dz

dx
+ 3iz = 7 cos 3xの解 zを求めよ．

(2) 上の解 zを使って，
dy

dx
− 3iy = zの解 yを求めよ．

(京都大 2002)　　 (m20023302)

0.24 n行 n列の行列 Aが対角化可能とは，ある正則行列 P とその逆行列 P−1，および，ある対角行列 Λ

を用いて

P−1AP = Λ

と表現できることである．

(1) 対角化可能な行列 Aがあるとき，これを対角化する手順について説明せよ．

(2) 次で与えられる３行３列の行列 Aを実際に対角化し，行列 P と対角行列 Λを与えよ．

A =

 1 1 1

0 2 2

0 0 3


(京都大 2002)　　 (m20023303)

0.25 z平面（のある領域）で定義された１次分数変換w = f(z)で，領域 {z
∣∣ |z−1| < 1}を {w

∣∣ Imw > 0}
に写像し，かつ f( 12 ) = i , f(0) = 0であるようなものを求めよ．

次に，この写像による領域 V = {w
∣∣ 0 < Imw < 1}の現像 f−1(V )を図示せよ．

(京都大 2002)　　 (m20023304)
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0.26 関数 f(z)を次のように定義する．

f(z) =


z

ez − 1
(z ̸= 0)

1　　 (z = 0)

この関数は |z| < 2πにおいて解析的である．テイラー展開を

f(z) =

∞∑
n=0

Bn

n!
zn

のように表し，ベルヌーイ数 Bn , n = 0, 1, 2, · · · を定義する．B0 = 1 , B1 = − 1
2 を示せ．さらに，

(ez − 1)f(z) = zのべき級数展開から，Bn が次の漸化式を満たすことを示せ．

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk = 0

ただし，
(
n

k

)
は２項係数を表す．

(京都大 2002)　　 (m20023305)

0.27 関数 f(z)は z = aにおいてm位の極 (mは正の整数)をもつとする．

1

2πi

∫
C

f(z)dz = lim
z→a

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1

(
(z − a)mf(z)

)
を証明せよ．ただし，C は z = aを囲む適当なサイズの単純閉曲線である．

(京都大 2002)　　 (m20023306)

0.28 N を 0または正の整数をとる確率変数とする．ポアソン分布では N = nとなる確率が次の分布関数

で与えられる．

p(N = n) = ane−a/n!

(1) ポアソン分布の平均値 < n >=
∑∞

0 np(N = n)が aとなることを示せ．

(2) 面積 Sの運動場に全部でM 粒の雨滴が落ちたとする．運動場の微少な部分（面積 A）に落ちた

雨滴の数を Lとするとき，その確率分布 p(L = l)は p = A/Sとして次の２項分布で与えられる．

p(L = l) = [M !/l!(M − l)!]pl(1− p)M−l

a = (M/S)Aを導入し，適切な極限を考えることにより２項分布からポアソン分布を導け．

(京都大 2002)　　 (m20023307)

0.29 任意の関数 y = f(x)がある区間 I で微分可能であるとき, I の各点に対して次式で定義される y′ を

関数 yの導関数と呼び,導関数を求めることを関数 yを微分するという.

y′ = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

(1) 上の定義式を用いて,次の関数の導関数を求めよ.

y = log x　　　 (x > 0)

(2) 今関数 f(x)と g(x)は微分可能であるとする.この時,上の導関数の定義式を用いて,次の事を

示せ. (
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

但し, g(x) ̸= 0とする.

（京都大 2004）　　 (m20043301)

5



0.30 以下の問に答えよ.

(1) P (x)と Q(x)は独立変数 xだけを含む関数とする.この時次のような１階線形微分方程式

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

の一般解は

y = e−
∫

Pdx

[∫
Qe
∫

Pdxdx+ c

]
になることを証明せよ.

(2) 上記の関係式を使って次の２つの微分方程式の一般解を求めよ．

(a) 　　　 2x
dy

dx
+ y = 2x2

(b) 　　　 (1 + x2)
dy

dx
= xy + 1

(京都大 2004)　　 (m20043302)

0.31 行列Aに対して,その行列式の値を |A|,その絶対値を abs|A|と表記する.このとき,以下の問に答えよ.

(1) 次の行列式の値を求めよ. ∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3

3 8 2

2 8 6

∣∣∣∣∣∣∣
(2) 点 P (x1, y1)と原点を通る直線の方程式を行列式を用いて表現せよ.

(3) 平面上の３点 (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)を頂点とする三角形の面積 S は以下のように表現できる

ことを示せ.

S =
1

2
abs

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣
（京都大 2004）　　 (m20043303)

0.32 有限のシンボル集合 A = {ai | i = 1, 2, · · · , n}, B = {bj | j = 1, 2, · · · ,m}を考え,各シンボルの生

起確率を P (ai), P (bj)とする.これらのシンボル集合に対して条件付き確率 P (ai/bj), P (bj/ai),同時

生起確率 P (ai, bj)をもとにして, H(A),H(B),H(A/B),H(A,B), I(A,B)を以下のように定義する.

H(A) =

n∑
i

P (ai) log
1

P (ai)

H(B) =

m∑
j

P (bj) log
1

P (bj)

H(A/B) =

m∑
j

n∑
i

P (ai, bj) log
1

P (ai/bj)

H(A,B) =

m∑
j

n∑
i

P (ai, bj) log
1

P (ai, bj)

I(A,B) = H(A)−H(A/B)

この時,次の問に答えよ.

(1) I(A,B) =

m∑
j

n∑
i

P (ai, bj) log
P (ai, bj)

P (ai)P (bj)
となることを示せ.

(2) H(A,B) = H(A) +H(B)− I(A,B)となることを示せ.
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(3) I(A,B) ≥ 0となることを示せ.

(京都大 2004)　　 (m20043304)

0.33 R3 のデカルト座標を x, y, zとする．x2 + y2 + z2 = 1の拘束条件のもとで，

関数 f(x, y, z) = 3x2 + 2xy + 2xz + 4yzの最大値，最小値とそれらを与える (x, y, z)を求めよ．

(京都大 2006) 　　 (m20063301)

0.34 関数 f(x), g(x)区間 [a, b]において連続で，かつ g(x) > 0であるとする．このとき，∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

をみたす ξが区間 [a, b]内に存在することを示せ．

(京都大 2006) 　　 (m20063302)

0.35 ある事象の起こる確率 pが与えられているとき，n回の独立試行を行って事象が k回起こる確率を bk

とする（これをパラメータ n, pの二項分布という）．なお，以下の問いでは，q = 1− pとして，次の

二項定理を利用してよい． (px+ q)n =

n∑
k=0

nCkp
kqn−kxk

ここで，nCk =
n!

k!(n− k)!
は二項係数である．

(1) 確率 bk を記し，
n∑

k=0

bk = 1となることを示せ．

(2) 二項分布の平均値 µと分散 σ2 を求めよ．

(3) 事象が起こる回数を確率変数 rとして，rに関するチェビシェフの不等式を次式で表す．

P (|r − µ| ≤ aσ) ≥ 1− 1

a2

ここで，aは適当な正の数である．試行回数を増やせば，事象の起こる割合は一定の値 pに近づ

くことを示せ．

(京都大 2006) 　　 (m20063303)

0.36 次のラプラスの積分を考える． I(a) =

∫ ∞

0

exp[−x2] cos 2ax dx 以下の問に答えよ．

(1) 平面の直角座標 (x, y)から極座標 (r, θ)への変換公式を用いて，x2 + y2および dxdyを極座標で

表せ．

(2) 積分 I(0)の値は
√
π

2
と求められることを，I(0)2 を計算して示せ．

(3) 積分 I(a)の値を求めよ．例えば，I(a)を aに関して微分してみる．

(京都大 2006)　　 (m20063304)

0.37 aを −1 < a < 1なる実数とする．複素数 zに対して

w =
z − ai

1 + aiz

とおく．i =
√
−1は複素単位．以下の問いに答えよ．

(1) 複素数平面で点 zが単位円周 C = {z | |z| = 1}上を動くとき点 wはどのような図形を描くか．

(2) 複素数平面で点 zが単位円周 C = {z | |z| = 1}の内部にあるとき点 wはどのような領域にある

か図示せよ．
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(京都大 2006) 　　 (m20063305)

0.38 C を複素数平面上の単位円周 C = {z | |z| = 1}とする．以下の問いに答えよ．

(1) 原点を中心とする開円盤D1 = {z | |z| < 2}で正則な関数 f(z)に対し，積分

I =

∫
C

f(z)− f(0)

z
dz の値を求めよ．

(2) 関数 g(z) =
1

z
に対し，積分 ϕ(z) =

∫
C

g(ζ)

ζ − z
dζ で与えられる領域 D2 = {z | |z| > 1}上の

正則関数 ϕ(z)を求めよ．

(京都大 2006) 　　 (m20063306)

0.39 (1) 複素数 wに対して，級数

1

1 + w
=

∞∑
n=1

(−w)n−1 , (|w| < 1) · · · 1⃝

の両辺を w = 0から w = zまで積分することで，複素関数 Log(1 + z)を z = 0において,

テイラー展開せよ．ただし，Log(1+ z)は−π <Im log(1+ z) ≤ πなる log(1+ z)の主値を表す．

級数 1⃝の項別積分可能性は明らかとしてよい．

(2) 任意の複素数 zについて

lim
n→∞

nLog
(
1 +

z

n

)
= z · · · 2⃝

を示せ．

(3) 2⃝を用いて lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ez を示せ．

(京都大 2006) 　　 (m20063307)

0.40 x > 0に対して log x =

∫ x

1

1

t
dt と定義して, log xの性質を定積分の性質から導きたい. (1)～(2)に

答えよ.

(1) 定積分の性質を用いて, 等式 (a)～(d)を示せ.

(a) log x1x2 = log x1 + log x2 (x1, x2 > 0)

(b) log x
n
m =

n

m
log x (m,nは正整数)

(c) log e = 1

(
e = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n)
(d)

d

dx
log x =

1

x
(2) 上で定義した log xの逆関数を exp(x)とするとき, 以下の等式 (e)～(h)を示せ.

(e) exp(x1 + x2) = exp(x1) exp(x2)

(f) exp(1) = e

(g) exp
( n

m

)
= e

n
m (m,nは正整数)

(h)
d

dx
exp(x) = exp(x)

(京都大 2008) 　　 (m20083301)

0.41 (x, y)平面上に 2つの関数：

F (x, y) = 2x+ ay , G(x, y) = 2x+ 5y

が定義されている. ここに aは定数である. (1)～(4)に答えよ.
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(1) 図に示すように, 折れ線 OAP に沿う経路を C1, また, 直線 OP に沿う経路を C2 とするとき,

次の 2つの線積分の値を求めよ.

I1 =

∫
C1

(Fdx+Gdy) , I2 =

∫
C2

(Fdx+Gdy)

O

y

x(0, 0) 2

A(2, 0)

P (2, 1)
1

C1

C2

(2) F =
∂U

∂x
, G =

∂U

∂y
なる関数 U(x, y) が存在するように定数 a を定めよ. また, そのときの

U(x, y)を求めよ. ただし定数項の差は無視してよい.

(3) (2)の関数U(x, y)が存在する場合, 点Oと点P を結ぶいかなる経路Cを選んだとしても線積分：

I =

∫
C

(Fdx+Gdy)

は経路によらず同じ値をもつことを示せ.

(4) (2)の関数 U(x, y)が存在する場合, 単位円周上 (x2 + y2 = 1)でのその極値を考える.

(a) 点 (x, y)が単位円周上に沿って動くとき, 微分 dxと微分 dyの関係を示せ.

(b) 点 (x, y)が単位円周上に沿って動くとき, Fdx+Gdy = 0となる点において U(x, y)は単位

円周上で極値をとることを示せ.

(c) 関数 U(x, y)が極値をとるときの x, yの値および U(x, y)の値をそれぞれ求めよ.

(京都大 2008) 　　 (m20083302)

0.42 事象X と事象 Y について, X と Y が両方とも生起するという事象をX ∩ Y, X が生起しないという

事象を X で表すことにする. 事象 X と事象 Y が独立であれば, X と Y も独立である. 事象 X が

生起する確率を P (X)と表し, X が生起したときに Y が生起する条件付確率を P (Y |X)と表す.

　泥棒が入るか, 地震が発生するか, いずれかが生じると作動する警報機がある. この警報機は誤作

動することもあるという. 警報機が作動するという事象を A, 泥棒が入るという事象を B,地震が起

こるという事象を E で表すとき,

P (A) = 0.36 , P (B) = 0.2 , P (E) = 0.1 ,

P (A|B ∩ E) = 0.9 , P (A|B ∩ E) = 0.7 , P (A|B ∩ E) = 0.9

であることがわかっている. 事象 B と E は独立に生起すると仮定したとき, (1)～(3)に答えよ.

(1) 警報機が作動したときに泥棒が入った確率 P (B|A)を求めよ.

(2) 警報機が誤作動する確率 P (A|B ∩ E)を求めよ.

(3) 地震が発生したときに, 必ずテレビでニュース速報が放送されるとする. ニュース速報が流れた

という事象を Rとするとき, P (R|E) = 1 , P (R|E) = 0.1 であるとする.

警報機が作動し, かつ, ニュース速報が流れたときに, 泥棒が入った確率 P (B|A∩R)を求めよ.

ただし, A∩BとR ∩E, A∩BとR ∩E, A∩BとR ∩E, A∩BとR ∩Eはそれぞれ独立と

する.

(京都大 2008) 　　 (m20083303)
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0.43 次の行列 Aに対して, (1)～(3)に答えよ.

A =

 1 1 0

−1 1 1

−1 1 2


ただし, I は 3次の単位行列, 0は 3次元の零ベクトルを表す.

(1) 行列 Aの固有値とその固有ベクトルの組 (λ,p)の中で

(A− λI)q = p かつ q ̸= 0

が成立するベクトル qが存在するような組を１つ求めよ.

(2) (1)の結果を用いて, AP = PB が成立するような上三角行列 B と正則行列 P を求めよ.

(3) (2)の結果を用いて, An の各成分を nの式で表せ.

(京都大 2008) 　　 (m20083304)

0.44 関数

f(x) =
1

x2 − a− ibx

について, 以下の設問に答えよ. ただし, xは実変数, aと bは正の実定数, i =
√
−1である.

(1) f(x)を変形して

f(x) = A

(
1

x− z1
− 1

x− z2

)
としたとき, z1 および z2 を求め, 複素平面上に図示せよ. ただし, A, z1, z2 は複素数の定数

である.

(2) ζ を実数とし, 積分

I(ζ) =

∫ ∞

−∞

f(x)

x− ζ
dx

のコーシーの主値, すなわち

I(ζ) = lim
ε→0

(∫ ζ−ε

−∞

f(x)

x− ζ
dx+

∫ ∞

ζ+ε

f(x)

x− ζ
dx

)
1⃝

を考える. 式 1⃝の積分路は実数軸上にあるが, 図１で示した複素平面内における積分路C1, C2, C3

に沿った複素積分を利用することにより, I(ζ)を求めることができる. ここで, C1は原点を中

心とした半径 Rの下半円周, C2 は ζ を中心とした半径 εの下半円周, C3 はこれらの半円周と

それらを結ぶ実数軸の線分で構成される閉曲線であり, いずれも図中の矢印に沿って積分するも

のとする.

(a) C1 に沿った積分路の R → ∞での極限値を求めよ.

(b) εが十分小さいとき, C2 に沿った積分値を求めよ.

(c) C3 に沿った積分値を求めよ.

(d) 以上の結果から, I(ζ)を求めよ.

O

y

x

ζ

ε

O

y

x

C1

O

y

x

ζ

O

y

x

C3

C2

ζ

図１ 左から順に, 式 1⃝の積分路, C1, C2, C3 を示す.

(京都大 2008) 　　 (m20083305)
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0.45 f(z)が z = aを中心とする単位円 C の内部および周上で正則であるとき, 以下を証明せよ.

1

n!
f (n)(a) =

1

2π

∫ 2π

0

e−inθf(a+ eiθ)dθ , n = 1, 2, · · ·

(京都大 2008) 　　 (m20083306)

0.46 tを実変数とし, 複素数平面上において z = −1を内部に含む単純閉曲線を C とするとき, 以下の積

分を求めよ.
1

2πi

∫
C

zetz

(z + 1)3
dz

(京都大 2008) 　　 (m20083307)

0.47 複素数平面から実軸の |x| ≤ 1の部分を取り除いて出来る領域をDとする. z ∈ Dに対し, 関数 C(z)

を C(z) =

∫ 1

−1

dt

z − t
, z ∈ D（tは実変数） で定義する.

(1) C(z)は |z| > 1において正則であることを示せ. （ [ヒント] z ∈ D と実軸上の区間 [−1, 1]ま

での最短距離を dとするとき, |h| ≤ d/2なら, |z + h− t| ≥ d/2が成り立つ.）

(2) 被積分関数を tの冪級数に展開し, 項別積分により, |z| > 1における C(z)のローラン展開を求

めよ.

(京都大 2008) 　　 (m20083308)

0.48 平面R2 の座標系 (x, y)と実数値のパラメータ tを用いて表される曲線

C :

{
x = t2 − 1

y = t3 − t
(−∞ < t < ∞)

について以下の (1)～(4)に答えよ.

(1) 曲線 C とその x軸に平行な接線との接点の座標を求めよ. また, y軸に平行な接線との接点の

座標を求めよ.

(2) 曲線 C が自分自身と交差する点の座標を求めよ. さらに, その交点において 2本ある曲線 C の

接線の傾きを求めよ.

(3) (1),(2)の結果を用い, さらに t → ±∞のときの様子に注意して, 曲線 C の概形を描け.

(4) 曲線 C によって囲まれる領域の面積を求めよ.

(京都大 2009) 　　 (m20093301)

0.49 正の整数 k, N (1 ≤ k ≤ N)が与えられたとき, 方程式

x1 + x2 + · · ·+ xk = N (1)

の正の整数解 
x1 = m1

x2 = m2

· · ·
xk = mk

(2)

の総数を求めるために, 解 (2)に対して項数がN − kであるような数列

1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m1−1 個

, 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m2−1 個

, · · · , k, k, · · · , k︸ ︷︷ ︸
mk−1 個

をつくる. ただし, mi = 1であるような iはこの数列の項にはならないとする. 以下では, 項数M

の数列 a1, a2, · · · , aM を
{
an
}M
n=1
と表すことにして, (1)～(4)に答えよ. なお, 数列の項は全て正

の整数とする.
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(1) 数列
{
an
}M
n=1
が与えられたとき, 新たな数列

{
an
}M
n=1
を

an = an + n− 1 (n = 1, 2, · · · ,M)

と定義する. 数列
{
an
}M
n=1
が正の整数 kに対して

1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ aM ≤ k

を満たすとき, 数列
{
an
}M
n=1
は

1 ≤ a1 < a2 < · · · < aM ≤ k +M − 1 (3)

を満たすことを示せ.

(2) 条件 (3)を満たすような数列
{
an
}M
n=1
の総数を求めよ.

(3) ２つの数列
{
an
}M
n=1
と
{
bn
}M
n=1
について,

an = bn (n = 1, 2, · · · ,M)

であるとき, かつ, そのときに限り
{
an
}M
n=1

=
{
bn
}M
n=1
と表すことにする. このとき.{

an
}M
n=1

=
{
bn
}M
n=1
であれば

{
an
}M
n=1

=
{
bn
}M
n=1
であり, また, その逆も成り立つことを示せ.

(4) (1)から (3)の結果を利用して, 方程式 (1)の正の整数解の総数を求めよ.

(京都大 2009) 　　 (m20093302)

0.50 ２次元ユークリッド空間の直交座標系を一つ定め, その x軸および y軸方向の単位ベクトルをそれぞ

れ ex , ey とする. また, x軸および y軸をそれぞれ反時計方向に θだけ回転して得られる座標軸を

x′ 軸, y′ 軸とし, x′ 軸と y′ 軸方向の単位ベクトルをそれぞれ e′x および e′y とする. このとき, 以

下の (1)～(5)に答えよ.

(1) 条件 (e′x e′y) = (ex ey)P を満足する２次の正方行列 P を θを用いて表せ.

(2) 行列 P に対して PT P = P PT = I が成り立つことを示し, この等式の幾何的な意味を, ４つの

ベクトル ex, ey, e
′
x, e

′
y を用いて説明せよ. なお, PT は P の転置行列を, また, I は２次の

単位行列をそれぞれ表す.

(3) このユークリッド空間における任意のベクトル uは u = xex + yey = x′e′x + y′e′y のように,

２通りの座標を用いて表すことができる. これら２通りの座標間の関係を行列 P を用いて表せ.

さらに, x2 + y2 =
(
x′)2 + (y′)2 が成り立つことを示せ.

(4) このユークリッド空間におけるベクトル全体をそれ自身に写す変換 f が

f(αu+ βv) = αf(u) + βf(v)

なる関係を満たすとき, f を一次変換という. ここに αと β は任意の実数, uと vは任意のベ

クトルである. 一次変換 f と ex ey に対して,{
f(ex) = axxex + ayxey

f(ey) = axyex + ayyey
4⃝

が成り立つとし, ベクトル uと f(u)をそれぞれ u = xex + yey , f(u) = Xex + Y ey と表すと

き, これら２組の座標間の関係を (
X

Y

)
= A

(
x

y

)

の形で表現する行列 Aを求めよ.
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(5) 一次変換 f に対して, (4)の条件 4⃝に加えて.{
f(e′x) = a′xxe

′
x + a′yxe

′
y

f(e′y) = a′xye
′
x + a′yye

′
y

が成り立つとする. ベクトル uと f(u)をそれぞれ u = x′e′x + y′e′y , f(u) = X ′e′x + Y ′e′y

と表せば, ２組の座標間の関係は (4)と同様に(
X ′

Y ′

)
= A′

(
x′

y′

)

と表現される. このとき, 行列 Aと A′ の関係を P を用いて表せ.

(京都大 2009) 　　 (m20093303)

0.51 3次元ユークリッド空間の直交座標系を一つ定め, その x軸, y軸および z軸方向の単位ベクトルをそ

れぞれ ex , ey , ez とする. ２つのベクトル u = uxex + uyey + uzez および v = vxex + vyey + vzez

について, 以下の (1)～(4)に答えよ. ただし, u, vは零ベクトルではないものとする.

(1) uと vのなす角 θの余弦 cos θを ux, uy, uz, vx, vy, vz を用いて表せ.

(2) uと v を 2辺とする平行四辺形の面積 S を ux, uy, uz, vx, vy, vz を用いて表せ. ただし, 平

行四辺形の表裏や向きは考えないものとする.

(3) uと vに対して, ベクトルwを, 行列式を形式的に用いて

w =

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

ux uy uz

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣∣
と定義する. ベクトルwは, uおよび vに直交することを示せ.

(4) ベクトルwの長さは (2)の面積 S に等しいことを示せ.

(京都大 2009) 　　 (m20093304)

0.52 x, y をデカルト座標とする R2 において,原点以外の点 P を原点 O のまわりに角度 θ だけ反時計回

りに回転させた点を Pθ で表す.いま, P を x‐軸に関して線対称の位置に移した点を P ′ とする.さら

に, P ′を直線 ax+ by = 0に関して線対称の位置に移した点を P ′′とする.ただし, a, bは定数で,同時

にゼロとはならない.位置ベクトル
−−→
OP,

−−→
OPθ,

−−→
OP ′,

−−→
OP ′′ をそれぞれ p, pθ, p′, p′′ で表す.以下の

(1)～(4)に答えよ.

(1) pθ = Rpをみたす行列 Rを見出せ.

(2) p′ = Mpをみたす行列M を見出せ.

(3) p′′ = Npをみたす行列N を見出せ.

(4) p′′ = pθ が成り立つように,直線 ax+ by = 0を定めよ.

(京都大 2010) 　　 (m20103301)

0.53 半径 aの円に内接する正 n辺形の面積を An,外接する正 n辺形の面積を Bnとおく.半径 aの円の面

積を C として, lim
n→∞

C −An

Bn − C
を求めよ.（3角関数のテイラー展開は既知として使ってよい.）

(京都大 2010) 　　 (m20103302)

0.54 確率密度X の確率密度関数が f(x)で与えられているとき,積率母関数MX(t)を

MX(t) =

∫ ∞

−∞
etxf(x)dxで定義する. また, 2つの関数 p(x), q(x)の合成積 p ∗ q(x)を
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p ∗ q(x) =
∫ ∞

−∞
p(u)q(x− u)duで定義する.以下の (1)～(3)に答えよ.ただし,計算に必要となる確率

密度関数の積分に関する仮定は適宜用いてよい.

(1) 確率変数X, Y は互いに独立で,同時確率密度関数が f(x)g(y)で与えられているとする.このと

き,確率変数 Z = X + Y の確率密度関数 h(z)が h(z) = f ∗ g(z)で与えられることを示せ.

(2) 独立な確率変数X, Y に対し, MX+Y (t) = MX(t)MY (t)がなりたつことを示せ.

(3) 確率変数X の平均mX と分散 σ2
X は,それぞれ次のように与えられることを示せ.

mX =
dMX

dt

∣∣∣∣
t=0

, σ2
X =

d2MX

dt2

∣∣∣∣
t=0

−
(
dMX

dt

∣∣∣∣
t=0

)2

(京都大 2010) 　　 (m20103303)

0.55 Rnにおいて定義された実数値関数 F が凸関数であるとは,任意の x, y ∈ Rnと任意の λ(0 < λ < 1)

とに対し,次の不等式が成り立つことである.

F (λx+ (1− λ)y) ≤ λF (x) + (1− λ)F (y)

特に, Aを実対称行列として, F (x) =〈x, Ax〉とおく.ただし,〈 , 〉はRn の標準内積を表す.

(1)～(2)に答えよ.

(1) 次の 3条件は同値であることを示せ.

(a) F (x) =〈x, Ax〉は凸関数である.

(b) 任意の x, y ∈ Rn に対して,〈x, Ax〉+〈y, Ay〉≥ 2〈x, Ay〉が成り立つ.

(c) 任意の x ∈ Rn に対して,〈x, Ax〉≥ 0が成り立つ.

(2) A をさらに正定値対称行列とし,閉領域 D を D = {x ∈ Rn | F (x) ≤ k} で定義する.ただ

し, k > 0は定数.このとき Dは凸集合であることを証明せよ.すなわち,任意の x, y ∈ Dと任

意の 0 ≤ λ ≤ 1とに対して, λx+ (1− λ)y ∈ Dが成り立つことを示せ.

(京都大 2010) 　　 (m20103304)

0.56 (1) 複素数 zが以下の式で表されるとき,以下の問いに答えよ.ただし, i =
√
−1とする.

z =

(
4 + 3i

1 + 2i

)2

−
(
1 + i

1− i

)2

(a) zを極形式で表せ.

(b) zn が実数となる最小の正の整数 nと,そのときの zn を求めよ.

(c) 3
√
zを求めよ.

(2) 次の関数 f(z)の極を求め,それらの点における留数を求めよ.

f(z) =
eiz

z4 − z2

(京都大 2010) 　　 (m20103305)

0.57 Dを複素平面上の単連結な開集合とする.複素関数 f(z)はD上で正則であり, D上で零点を有しない

とする. D上の一点 z0において argf(z0)を定めることにより,関数 u(x, y) = argf(z)をD上の連続

関数として定めることができる.ここに, x, yは,それぞれ zの実部,虚部である.このとき, u(x, y)は

Dにおいて調和関数であることを示せ.

(京都大 2010) 　　 (m20103306)
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0.58 C(r)を複素平面内における原点を中心とする半径 r > 0の円周とし, I(r)を

I(r) =

∫
C(r)

z + 1

z + 1
dz

と定義する.ただし,積分の向きは反時計まわりにとるものとする.このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 0 < r < 1のとき, I(r)を求めよ.

(2) r > 1のとき, I(r)を求めよ.

(京都大 2010) 　　 (m20103307)

0.59 複素関数

g(z) =
1

eiz − 1

について,以下の各問に答えよ.

(1) g(z)の全ての極とその位数,及び留数を求めよ.

(2) 適切に正の実数 aを選ぶと, g(z)は 0 < |z| < aにおいて

g(z) =

∞∑
n=m

cnz
n , cn ∈ C (n = m, m+ 1, m+ 2, · · · ) , cm ̸= 0 , m ∈ Z

の形にローラン展開できる.このような実数 aのうち,最大のものを求めよ.

(3) (2)における整数mと,係数 cm, cm+1, cm+2 を求めよ.

(4) 次の積分を求めよ.ただし,積分の向きは反時計まわりにとるものとする.∫
|z|=100

g(z) dz

(京都大 2010) 　　 (m20103308)

0.60 (1) 2 以上 17 以下のすべての素数 n に対して，n2 + 2 の値を求めよ．

(2) 2 以上の自然数 n で，n と n2 + 2 がともに素数になるものをすべて求めよ．

(京都大 2012) 　　 (m20123301)

0.61 数列 {an} を a1 = 3, an+1 =
1

2

(
an +

3

an

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

によって定めるとき，次の (1)～(3)に答えよ．

(1) n ≥ 1 であるすべての n に対して，an >
√
3 であることを証明せよ．

(2) n ≥ 1 であるすべての n に対して，an+1 −
√
3 <

1

2

(
an −

√
3
)
であることを証明せよ．

(3) lim
n→∞

an =
√
3 であることを証明せよ．

(京都大 2012) 　　 (m20123302)

0.62 xy 平面上の曲線 C が媒介変数 t を用いて x = r(t− sin t), y = r(1− cos t) (0 ≤ t ≤ 2π)

で与えられている．ここで，r は正の定数とする．このとき，次の (1)～(3)に答えよ．

(1) 曲線 C の長さ l を求めよ．

(2) 曲線 C と x 軸とで囲まれる図形の面積 S を求めよ．

(3) 曲線 C 上の両端以外の点 P に対して，P における C の法線と x 軸との交点を考え，その座標

を (a, 0) とする．P を動かすとき，P における C の接線と直線 x = a との交点は，どのような

図形を描くか．
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(京都大 2012) 　　 (m20123303)

0.63 A を n 次の正方行列とし，E +A が正則行列であるとする．ここで，E は単位行列である．このと

き，次の (1)～(3)に答えよ．

(1) 等式 (E −A)(E +A)−1 = (E +A)−1(E −A) が成り立つことを証明せよ．

(2) E + tA は正則であることを示し，逆行列 (E + tA)−1 を，(E + A)−1 を使って表せ．ここで，
tA は A の転置行列を表す．

(3) A が交代行列（つまり，tA = −A）ならば，(E −A)(E +A)−1 は直交行列であることを証明せ

よ．ただし，ある行列 B が直交行列であるとは，tBB = B tB = E であることをいう．

(京都大 2012) 　　 (m20123304)

0.64 　患者が薬を服用すると, 薬はすべて直ちに血流中に吸収され, それ以降, 時間の経過とともに, 血

流中の薬の量は減少する. 「単位時間に減少する薬の量は, その薬の血流中の現在量に比例する」も

のとしよう.

　薬の服用に関する次の問 (1)～(3)に答えよ.

(1) 時刻 tにおける血流中の薬の量を y(t)と表し, 患者が時刻 t = 0に, はじめて一度だけ, この薬

を y0 服用したとする.

(a) 薬の量 y(t)が満たすべき微分方程式が, y′(t) + λy(t) = 0（λは比例定数）で表されること

を示せ.

(b) y(0) = y0 として, (a)の微分方程式を解け.

(c) 血流中の薬の量が, 時刻 t = 0に服用した薬の量の
1

n
（nは正定数）になる時刻を求めよ.

(2) この薬を, 時刻 t = 0に, はじめて y0服用し, その後も, 同一量 y0を一定の時間間隔 T で繰り

返し服用していくものとしよう.

(a) 毎回の服用直後, すなわち, 時刻 t = mT （mは非負整数）での服用直後の血流中の薬の量

を求めよ.

(b) mが大きくなると, 服用直後の血流中の薬の量は, ある飽和レベル量 ysに達する. この ys

を求めよ.

(3) この薬を, 時刻 t = 0に, はじめて Y 服用し, その後は, 一定の時間間隔 T 毎に yd を服用し

ていくものとしよう. 2回目以降の服用直後の血流中の薬の量が Y となるようにするには, 2

回目以降の毎回の服用量 yd をいくらにすれば良いか.

(京都大 2013) 　　 (m20133301)

0.65 　スマートフォン業界のシェア争いを考える, A社, B社の 2社が熾烈なシェア争いをしている. あ

る年 k 年（k は非負整数）の各社のシェアがそれぞれ ak% , bk% (ak + bk = 100)とする. 翌年

（k + 1年）の各社のシェアは,

S =

[
s11 s12

s21 s22

]
, xk =

[
ak

bk

]
とすると, xk+1 = Sxk で与えられるものとする.

　 x0 =

[
10

90

]
として, 次の問 (1)～(2)に答えよ.

(1) S =

[
0.9 0.2

0.1 0.8

]
とする.

(a) xn =

[
an

bn

]
を求めよ.
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(b) x3 =

[
a3

b3

]
を求めよ.

(c) n → ∞の場合の各社のシェアを求めよ.

(2) S =

[
0.6 0.4

0.4 0.6

]
とする. n → ∞の場合の各社のシェアを求めよ.

(京都大 2013) 　　 (m20133302)

0.66 　数直線上を動く点A, 点Bがある. 点Aは, 1回サイコロを振る毎に, サイコロの目が 1から 4の

とき +1, 5または 6のとき −1だけ移動する. n回サイコロを振ったときの点 Aの位置を xA(n)と

し, 最初に点 Aは, xA(0) = a（aは任意の整数）にあるものとする.

　このとき以下の問 (1)～(3)に答えよ

(1) サイコロを 3回振ったとき, 点 Aの位置 xA(3)のとり得る値を全て示し, それぞれの確率を求

めよ.

(2) サイコロを n回振ったとき, 点 Aの位置 xA(n)の期待値を求めよ.

(3) サイコロを n回振ったときの点 B の位置を xB(n)で表す.

点 A, 点 B の位置が常に xA(n) + xB(n) = M の関係にあるものとする.

点 Aの最初の位置 xA(0) = aが, 1 ≤ a ≤ M − 1に限定されるとして, 点 Aか点 B の位置が

M になるまでサイコロを振り続けるとき, 点Aの位置が先にM になる確率を aとM を用いて

表せ. ただし, M は正の整数（図 3− 1参照）.

3210−1
M−2M−1M M+1

AB

図 3− 1
(京都大 2013) 　　 (m20133303)

0.67 滑らかな曲線 C 上を動く点 P について, 次の問 (1)～(2)に答えよ. なお, 図 4− 1に示すように, P

における曲線の単位接線ベクトルをm, 単位主法線ベクトルを nと表すものとする.

(1) C 上の点 P とそれに非常に近い点 P1, P2の 3点を通る円を C0とし, C0の中心を点O, 半径を

ρ, 線分 P1P の中点と線分 PP2 の中点の間の距離を ds, 直線 P1P と直線 PP2 のなす角を dφ,

とする（図 4− 1, 4− 2）. 点 P1, P2 間の C に変曲点はないものとする.

(a) 直線 P1P , 直線 PP2上の単位ベクトルm1, m2は近接する 2つの単位接線ベクトルとみる

ことができm2 −m1 = dmである. このとき

∣∣∣∣dmds
∣∣∣∣ = 1

ρ
となることを示せ.

(b)
dm

ds
はmと垂直であり,

dm

ds
=

1

ρ
nとなることを示せ.

O

P

mn

ρC0

C

点 P の動く方向

図 4− 1

O

ρ

C0

C ds

dφ

P

P2

P1

図 4− 2
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(2) 点 P の時刻 tにおける位置ベクトル r(t)が,

r(t) = [b cos t b sin t ct] （b, cは正の定数）

で表されるとき, P の速度 v(t), および, 加速度 a(t)を, P の軌跡における, 単位接線ベクト

ルmと単位主法線ベクトル nで表せ.

(京都大 2013) 　　 (m20133304)

0.68 次の微分方程式について, ( )内の初期条件を満たす解を求めよ.

(1) 2y
dy

dx
= x2 + 2x (x = 1のとき y = 0)

(2)
dy

dx
= ay +

b

y
(x = 0のとき y = 1) ただし, a, bは定数で a ̸= 0

(3)
dy

dx
= (1− y2) tanx (x = 0のとき y = 2)

(京都大 2014) 　　 (m20143301)

0.69 t > 0で, 次の微分方程式を満たし, ( )内の初期条件を満たす関数 x = x(t)を求めよ.

dx

dt
=

1

1 + |x|
(t = 0のとき x = −1)

(京都大 2014) 　　 (m20143302)

0.70 行列 A =

(
2 −1

−1 2

)
で表される線形変換を f とする. 次の問に答えよ.

(1) この線形変換 f によって動かない点をすべて求めよ.

(2) この線形変換 f によって動かない直線をすべて求めよ.

(京都大 2014) 　　 (m20143303)

0.71 直交座標系（デカルト座標系）Γに対して, O′(1, 1, 1), ex
′ = t

(
1/
√
2, −1/

√
2, 0

)
,

ey
′ = t

(
1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3
)
, ez

′ = t
(
−1/

√
6, −1/

√
6, 2/

√
6
)
とするとき, 次の問に答えよ.

(1) 新座標系 Γ′ = {O′ : ex
′, ey

′, ez
′}も直交座標系であることを示し, かつ座標変換 Γ → Γ′ の式

を求めよ.

(2) 座標系 Γにおける方程式が x+y+ z = 6である平面 πの, 新座標系 Γ′における方程式を求めよ.

(3) 座標系 Γにおける方程式が,
x− 1

3
=

y − 1

−1
=

z − 1

2
である直線 gの, 新座標系 Γ′における方程

式が,
x′ − あ

い
=

y′ − う

え
= z′ になるとき, あ ～ え の空欄に入る数を求めよ.

(京都大 2014) 　　 (m20143304)

0.72 異なる 4つの数が与えられている. これらを各々4回ずつ用いて 4 × 4行列 aij (i = 1, 2, 3, 4, j =

1, 2, 3, 4)をつくる. すべての可能な行列がつくられる確率が等しいとき, 次の問に答えよ.

(1) 得られた行列のすべての行が, それぞれ異なる 4つの数から成っている確率を求めよ.

(2) 得られた行列のすべての行, すべての列, 及び対角成分（すなわち aii (i = 1, 2, 3, 4)）が, そ

れぞれ異なる 4つの数から成っている確率を求めよ.

(京都大 2014) 　　 (m20143305)
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0.73 R2 に直交座標系 O − xyをとり, 次式で定義される曲線 C を考える.

x = a cos θ + b cos 2θ

y = a sin θ + b sin 2θ
(0 ≤ θ ≤ 2π)

ここに, a, bは正の数であり, a ̸= bを満たすものとする. このとき問 (1)～(3)に答えよ.

(1) Φ(θ)は, 次式を満たす連続関数であるとする.

(a cos θ + b cos 2θ) tanΦ(θ) = a sin θ + b sin 2θ (0 ≤ θ ≤ 2π)

このとき,
dΦ

dθ
を θの関数として求めよ.

(2) a = 2, b = 1のとき, C の概形を描け. また Φ(0) = 0であるとき, Φ(2π)を求めよ.

(3) a = 2, b = 1のとき, 次の積分を求めよ.∫ 2π

0

dθ

a2 + b2 + 2ab cos θ

(京都大 2014) 　　 (m20143306)

0.74 次の微分方程式について, (　)内の条件を満たす解を求めよ.

(1) x+ y
dy

dx
= 0 (x = 0のとき y = 2)

(2)
dy

dx
=

2x+ y

y
(x = 1のとき y = 1)

(京都大 2015)　　 (m20153301)

0.75 次の文章の（あ）～（え）に適当な数式を入れよ.

　ある容積 V の室内の空気には粒子状の汚染物が含まれており, 換気を行って汚染物の濃度（単位

体積あたりの粒子数）を下げることにした. 時刻 tにおける濃度を C(t)とし, 単位時間あたり一定

の体積 Qの室内の空気を, 汚染物が含まない空気に入れ換えるとすれば, 時刻 tから微小時間 δt後

の時刻 t+ δtまでの間に排出される粒子数は （あ） となる. その結果, 濃度は C(t)から C(t+ δt)

に変化した. ただし, 室内の濃度は常に空間的に一様であり, 換気を開始してからの汚染物の発生は

なかったものとする. 上記の関係を式で表すと

C(t+ δt) = （い）

である. δt → 0の極限を考えることにより, 濃度 C(t)に関する微分方程式

（う）

を得る. この微分方程式の解は

C(t) = （え）

である. ただし, 換気を開始した瞬間を時刻 t = 0とし, その時の濃度を C0 とする.

(京都大 2015)　　 (m20153302)

0.76 ある部屋の照明器具を n台 (n ≥ 1)同時に設置した. この照明器具は, 1台の器具について 1個のラ

ンプを使用する. これらの照明器具については, 設置後 1年ごとに定期点検を行い, 正常に作動して

いるランプはそのまま使い続け, ランプに故障が発見されれば正常に作動する新品と交換することに

している. また, 定期点検の間で故障しても, ランプは次の定期点検まで交換しないものとする. 更

に, 照明器具本体は故障しないものとし, 照明器具を設置したときはすべてのランプが正常に作動す

る新品であったものとする. 定期点検時に正常に作動していたのでそのまま使い続けたランプが次の

定期点検時に故障している確率を Pold (Pold < 1), 照明器具設置時や定期点検でのランプ交換時に取

り付けた新品のランプが次の定期点検時に故障している確率を Pnew (Pnew < 1)とする. このとき,

(1)～(4)に答えよ.
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(1) この部屋にある 1台の照明器具について, 設置後m年目 (m ≥ 1)の定期点検でこの照明器具の

ランプが故障している確率 Pm を求めよ.

(2) (1)の照明器具に対して, この維持管理を長期間続けると Pmは一定値 P に近づくという. P を

Pnew, Pold を用いて表せ.

(3) 十分長期間にわたって照明器具の維持管理を行った結果, この部屋に設置されている n台の照明

器具のそれぞれの Pmは, m > M に対しては (2)で求めた一定値 P に等しいとみなしてよいも

のとする. ここに, M はある正の整数である. これら n台の照明器具について, 設置後M + 1

年目からM + ℓ年目 (ℓ ≥ 1)までの定期点検で取り替えたランプの個数の合計がちょうど i個

(i ≥ 0)である確率を求めよ. なお, 解答は P を用いてもよい.

(4) (3)の n台の照明器具について, 設置後M + 1年目からM + ℓ年目までの定期点検で取り替え

るランプの個数の合計の期待値を求めよ.

(京都大 2015)　　 (m20153303)

0.77 A,B,C,Dは各々n × n実行列であり, Dは正則であるとする. また, M は

M =

(
A B

C D

)

として定義する 2n × 2n実行列である. M が正則であるとき, 次の (1)～(3)に答えよ.

(1) (
I F

0 I

)
M

(
I 0

G I

)
=

(
H 0

0 D

)
を満たす n × n実行列 F,G,H を A,B,C,Dを用いて表せ. ここに, I は n × n単位行列,

0は n × nゼロ行列である.

(2) (1)で求めた行列H は正則であることを示せ.

(3) M−1 を A,B,C,Dを用いて表せ.

(京都大 2015)　　 (m20153304)

0.78 実数のパラメータ θに依存する行列 A(θ)が

A(θ) =

 1− 2

3
cos2 θ −2

3
cos θ sin θ

−2

3
cos θ sin θ 1− 2

3
sin2 θ


で与えられている. R2 の点 xをデカルト座標系 O − x1x2 を用いて x = (x1, x2)と表す. これらを

用いて, 集合 Ω(θ)を

Ω(θ) = {x|x ·A(θ)}x ≤ 1}

と定義する. ここに, x, y ∈ R2 に対して

x · y =

2∑
i=1

xiyi

である. このとき, 次の (1)～(4)に答えよ.

(1) A(θ)のすべての固有値と対応する固有ベクトルを求めよ. ただし, 固有ベクトルは正規化して

単位ベクトルとせよ.

(2) Ω(θ)の概形を描け.

(3) Ω(0) ∩ Ω(π/2)の面積を求めよ.
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(4)
∪

0≤θ≤π/2

Ω(θ)を図示し, その面積を求めよ. ここに, x ∈
∪

0≤θ≤π/2

Ω(θ)とは, 0 ≤ θ0 ≤ π/2な

る θ0 があって, x ∈ Ω(θ0)となることである.

(京都大 2015)　　 (m20153305)

0.79 地球の人口変化を微分方程式で表す. (1)～(3)に答えよ.

(1) ある時刻 tにおける人口を P (t)とし, その時の人口増加率（単位時間あたりに増加する人口）は

人口に比例すると仮定すれば, 次式が成り立つ.

dP

dt
= aP 1⃝

ただし, aは正の定数である. 時刻 0における人口を P0 (> 0), すなわち P (0) = P0 とおいて,

式 1⃝を解いて P を求めよ.

(2) 式 1⃝に従うと人口は単調増加することになるが, 現実の地球の人口収容力には限界がある. 収容で

きる限界の人口Pmaxに近づくと人口増加が鈍化することを表すため, 人口増加率を (1−P/Pmax)

倍する.
dP

dt
= a

(
1− P

Pmax

)
P 2⃝

これを解いて P を求めよ. ただし, aと P0 は (1)と同じとする.

(3) (1)と (2)の解の概形を解答用紙の所定欄に図示せよ.

(京都大 2016)　　 (m20163301)

0.80 原点を中心とした半径 aの大円がある. 大円の中に半径 a/4の小円があり, 初期状態において座標

(a, 0)にある点 P で大円に内接している. 小円が大円に内接したまま時計回りに回転すると, 小円

は反時計回りに大円の内側を移動する. 点 P は小円の移動と回転に従って移動する. 大円と小円の

接触点では滑りは生じないものとする. このとき, (1)～(6)に答えよ.

x

y

O

C

C

P

P

t

(1) 原点 Oと小円の中心 C を結ぶ線分と x軸が成す角が tのとき, 点 P の座標 (xp, yp)を tで表

せ, ただし, 0 < t < π/2とする.

(2) 点 P の軌跡のうち第 1象限の部分 (0 < t < π/2)の曲線の方程式を求めよ.

(3) 小円が大円の中を一周して元の位置に戻るまでに点 P が描く軌跡M を解答用紙に作図せよ.

(4) 軌跡M の全長を求めよ.

(5) 軌跡M で囲まれた部分の面積 S を求めよ.
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(6) 軌跡M のうち, 0 < t < π/2における接線が x軸および y軸によって切り取られる線分の長さ

を求めよ.

(京都大 2016)　　 (m20163302)

0.81 あるスポーツチームの試合結果は「勝ち」,「負け」,「引き分け」のいずれかとする. また,

• ある試合に勝った場合, 次の試合に勝つ確率は 7/10, 負ける確率は 3/10

• ある試合に負けた場合, 次の試合に勝つ確率は 6/10, 負ける確率は 4/10

• ある試合に引き分けた場合, 次の試合に勝つ確率は 1/3, 負ける確率は 1/3,

引き分ける確率は 1/3

である. 次の (1)～(3)に答えよ.

(1) 最初の試合に引き分けた場合, 3試合目に勝つ確率を求めよ.

(2) 最初の試合に引き分けた場合, n(≥ 2)試合目に勝つ確率を求めよ.

(3) 最初の試合に引き分けた場合, n(≥ 2)試合目に初めて勝つ確率を求めよ.

(京都大 2016)　　 (m20163303)

0.82 表が出る確率が p. 裏が出る確率が (1 − p)の硬貨を投げ, 表が出れば得点が 1点増え, 裏が出れば

得点が 1点減るゲームをする. 硬貨を t回投げた後の得点を Zt 点とするとき, 次の (1)～(4)に答え

よ. ただし, Z0 = 0とする.

(1) Z3 = 1となる確率を求めよ.

(2) Z3 = 1かつ Z7 = 3となる確率を求めよ.

(3) Zt = kとなる確率を求めよ. ただし, −t ≤ k ≤ tとする.

(4) 硬貨を t回投げたとき, 表が偶数回出る確率を求めよ.

(京都大 2016)　　 (m20163304)

0.83 微分方程式 2x
dy

dx
− y = 0の一般解が, y2 = Cx（C は任意定数）であることを示せ. 次に, 条件

（x = 1のとき y = 3）を満たす微分方程式の解を求めよ.

(京都大 2017)　　 (m20173301)

0.84 次の微分方程式について, ( )内の条件を満たす解を求めよ.

(1)
dy

dx
= y2 + y （x = 0のとき y = 3）

(2)
dy

dx
=

7x− 3y + 2

3x− 4y + 5
　 （x = 0のとき y = 1）

(3) (2x− y + 1)dx+ (2y − x− 1)dy = 0 （x = 0のとき y = 3）

(京都大 2017)　　 (m20173302)

0.85 (1) 625 のすべての約数の和を求めよ. 一般に, 自然数 nの約数には 1と nも含まれることに注意

せよ.

(2) 25200の約数の個数を求めよ.

(3) 25200のすべての約数の和を求めよ.

(4) 25200の約数のうち一つを無作為に選択した場合, それが 84の倍数である確率を求めよ.

(京都大 2017)　　 (m20173303)
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0.86

交差点 (p1)

井戸 (p2)

鳥居 (p3)

a

bc

　上の図はある村の略図を表す. この村には三つの主要な場所として交差点 (p1), 井戸 (p2), 鳥居

(p3)がある. p1 と p2 は道 aで結ばれており, p1 と p3 は道 bで結ばれている. また, p1 からは道 c

を通って p1 に戻ることができる. 道 a, b, cの長さはいずれも 1とする.

　二つの場所 xと yがあるとき（ただし, このとき一般に x = yの場合も許す）, xから一つ以上の

道を通って y に至る経路を考えることにする. 場所 xから場所 y に至る経路は, 場所を表す記号と

道を表す記号が交互に現れる記号列で表すことができる. また, ある経路中に現れる道の長さの合計

をその経路の長さと呼ぶ. たとえば, p2 から道 aを通り p1 に移動し, さらに道 bを通って p3 に至

る経路は. 記号列 (p2, a, p1, b, p3) で表すことができ, この経路の長さは 2である. また, 記号列

(p2, a, p1, c, p1, a, p2) は長さ 3の経路を表す. 後者の例のように, 経路中に同じ場所や同じ道が

複数回現れても良い.

　二つの場所 pi と pj が道で直接結ばれている場合は第 i行第 j 列成分を 1として, 直接結ばれてい

ない場合は第 i行第 j 列成分を 0とすることにより, この村の場所と道は, 次のような 3行 3列の行

列 Aで表現できる. この行列を隣接行列と呼ぶ.

A =

 1 1 1

1 0 0

1 0 0



　このとき, 行列 A2 =

 3 1 1

1 1 1

1 1 1

 の第 i行第 j列成分は, piから pj に到達する長さ 2の異なる

経路の数を表す. たとえば, 第 1行第 1列成分の値 3は, p1 から p2 に到達する (p1, c, p1, c, p1),

(p1, a, p2, a, p1), (p1, b, p3, b, p1) という 3個の長さ２の経路が存在することを表す.

　問 1～問 3に答えよ.

(1) A3 を求めよ.

(2) A3 の第 1行第 1列成分の値に対応する経路をすべて列挙せよ.

(3) An を求めよ. （ nは 1以上の自然数である. ）

(京都大 2017)　　 (m20173304)

0.87 次の定積分の値を求めよ. （ただし, eは自然対数の底）

(1)

∫ e

1

3x2 − 1

x
dx (2)

∫ π

0

(
cos

x

2
+ sin

x

2

)2
dx

(京都大 2017)　　 (m20173305)

0.88 a < bとして, 区間 [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}で定義された連続実数値関数 x 7→ f(x) の最大値をM ,

最小値をmとすると,
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx = f(c) , a < c < b
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となる cが存在することを示せ.

(京都大 2017)　　 (m20173306)

0.89 次の定積分の値を求めよ.

(イ)

∫ 1
2

0

5dx√
1− x2

(ロ)

∫ 3

0

3dx

x2 + 3

(京都大 2018)　　 (m20183301)

0.90 次の三角関数または指数関数を含む定積分の値を求めよ.（ただし, eは自然対数の底）

(イ)

∫ π
2

0

3 cos3 x

1 + sinx
dx (ロ)

∫ 1

0

7ex

ex + 1
dx

(京都大 2018)　　 (m20183302)

0.91 e1, e2 を, n次元ユークリッド空間 Rn の単位ベクトルとし, 両者がなす角 θは 0 < θ < π/2をみた

すものとする. e1 によって張られる Rn の 1次元部分空間を L1, e2 によって張られる Rn の 1次元

部分空間を L2とし, Rnから L1, L2への正射影をあらわす線形変換をそれぞれ P1, P2とする. 問 1

～問 4に答えよ.

問 1 P1 の固有値を, 重複度を含めてすべて答えよ. また, 0でない固有値に対応する固有ベクトル

を求めよ.

問 2 P1 + P2 の固有値を, 重複度を含めてすべて答えよ. また, 0でない固有値に対応する固有ベク

トルを求めよ.

問 3 P1 − P2 は, ± sin θを固有値としてもつことを示せ.

問 4 P1 − P2の固有値 sin θに対応する固有ベクトルを, e1とのなす角 αが π/2より小さくなるよう

にとったとき, α = π/4− θ/2であることを示せ.

(京都大 2018)　　 (m20183303)

0.92 次の三角関数を含む微分方程式の一般解を, 定数 C を用いて求めよ.

(イ) x tan
y

x
− y + x

dy

dx
= 0 (ロ)

(
tan y − 6x2

)
dx+

x

cos2 y
dy = 0

(京都大 2018)　　 (m20183304)

0.93 次の指数関数を含む微分方程式の一般解を, 定数 C を用いて求めよ.

(イ)
dy

dx
+ exy = 7ex (ロ) (y + ex sin y) dx+ (x+ ex cos y) dy = 0

(京都大 2018)　　 (m20183305)

0.94 nを 2以上の整数, mを 0以上 n以下の整数とする. テーブルの上に置かれた n枚の硬貨に対して,

以下の試行 T を考える.

試行 T：n枚の硬貨から 2枚を無作為に選び, 選んだ 2枚の表裏を反転させる.

(1) n枚の硬貨のうちm枚が表を上にしているとき, 試行 T によって選ばれた硬貨が 2枚とも表か

ら裏に反転させる確率を求めよ.

(2) n枚の硬貨のうちm枚が表を上にしているとき, 試行 T ののちに表を上にしている硬貨の枚数

の期待値を求めよ.

(3) n枚の硬貨がすべて裏を上にしている状態から始め, 試行 T を k回繰り返したのちに表を上にし

ている硬貨の枚数をあらわす確率変数をXk とおく. Xk の期待値 ak (k = 0, 1, 2, · · · )を求めよ.

(京都大 2018)　　 (m20183306)
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0.95 次の行列の逆行列を求めよ.

(1)

 −3 −6 2

3 5 −2

1 3 −1

 (2)


2 0 1 0

0 −1 1 −2

1 0 1 0

0 1 −1 3


(京都大 2019)　　 (m20193301)

0.96 x1～x3 を変数とする次の連立方程式を解け. 5 −2 2

3 −1 2

−2 1 −1


 x1

x2

x3

 =

 −1

0

3


(京都大 2019)　　 (m20193302)

0.97 次の行列の行列式を求めよ.

(1)


2 −4 −5 3

−6 13 14 1

1 −2 −2 −8

2 −5 0 5



(2)



0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 1 0
...

... . .
. ...

...

0 1 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0


（n次の正方行列, ただし nは 2以上の自然数）

(京都大 2019)　　 (m20193303)

0.98 次の (1)～(6)に答えよ. ただし, logは自然対数を表す.

(1) kを自然数とし, f(x)を k ≤ x ≤ k + 1で連続な狭義単調減少関数とする. このとき, 不等式∫ k+1

k

f(x)dx < f(k)

が成り立つことを示せ.

(2) n = 1, 2, · · · に対して, Sn =

n∑
k=1

1

k
とおく. Sn > log(n+ 1)が成り立つことを示せ.

(3) (2)で定義した Sn に対し, 極限 lim
n→∞

Sn を求めよ.

(4) x > 1において関数 g(x) =
1

x(log x)2
は狭義単調減少であることを示せ.

(5) kを 3以上の自然数とする. (4)で定義した関数 g(x)に対し, 不等式

g(k) <
1

log(k − 1)
− 1

log k

が成り立つことを示せ.

(6) n = 2, 3, · · · に対して, Tn =

n∑
k=2

1

k(log k)2
とおく. 極限値 lim

n→∞
Tn が存在することを示せ.

(京都大 2019)　　 (m20193304)
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0.99 A =

 2 4 1 4

1 2 2 5

3 6 2 7

によって定まるR4からR3への線形写像を T とおく. すなわち, T (x) = Ax

である. ただし, Rn は n次元実ベクトル空間を表す. (1)～(4)に答えよ.

(1) 像 T (R4)の次元を求めよ.

(2) 像 T (R4)の基底を 1組作れ.

(3) Ker(T )の次元を求めよ. ただし, Ker(T )はR4 の部分空間であり, 次のように定められる.

Ker(T ) =
{
x ∈ R4

∣∣ T (x) = 0
}

(4) Ker(T )の基底を 1組作れ.

(京都大 2019)　　 (m20193305)

0.100 (1) 赤玉 2個, 白玉 2個を入れた袋から, 無作為に玉を 2個取り出したとき, 取り出した玉が同じ色

である確率を求めよ.

(2) n, kを自然数とする. 1から nまでの番号が書かれた玉をそれぞれ k個ずつ, 合計 nk個の玉を

入れた袋から, 無作為に玉を k個取り出したとき, 取り出した k個の玉に書かれた番号がすべて

同じである確率を求めよ.

(3) (2)と同じ袋から, 無作為に玉を n個取り出したとき, 取り出した n個の玉に書かれた番号がす

べて相異なる確率を求めよ.

(京都大 2019)　　 (m20193306)

0.101 (1) 次の微分方程式の一般解を, 定数 C を用いて求めよ.

(イ)
dy

dx
= y2 + y − 6

(ロ)
dy

dx
= 2 +

y

x
+ e−

y
x

(ハ)

(
3

x
+

y

x2

)
dx+

(
3y − 1

x

)
dy = 0

(2) 次の微分方程式の一般解を, 定数 C を用いて求めよ.

なお, 積分因子は sinxである.

(2 sin y cosx− 2) dx+ cos y sinx dy = 0 (0 < x < π)

(京都大 2022) 　　 (m20223301)

0.102 (1) 次の行列が正則行列となるための aの条件を求めよ.
1 1 1 a

1 2 1 1

2 1 −1 1

2 −1 3 1


(2) 上記の行列において a = 1の場合の行列式の値を求めよ.

(3) x1～x4 を変数とする 次の連立方程式を解け.
1 1 1 1

1 2 1 1

2 1 −1 1

2 −1 3 1




x1

x2

x3

x4

 =


7

9

6

6


(京都大 2022) 　　 (m20223302)
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0.103 (1) 次の積分の値を求めよ.

(イ)

∫ 3

e

x2 loge x dx (ロ)

∫ π
2

0

e−x cosx dx (ハ)

∫ 1
2

0

2 + x

4x2 + 1
dx

(2) 次の広義積分の値を求めよ.

(イ)

∫ 1

0

1√
x(1− x)

dx (ロ)

∫ ∞

0

1

x2
loge(1 + x2) dx

(京都大 2022) 　　 (m20223303)

27


