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0.1 y = x2 log x の増減・凹凸を調べてグラフを描け．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970601)

0.2 lim
n→∞

1

n2

n∑
i=1

√
n2 − i2 を定積分で表し，

極限値を求めよ． (お茶の水女子大 1997)　　 (m19970602)

0.3

∫
ex cosxdx を求めよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970603)

0.4

∞∑
n=1

1

np
は p > 1ならば収束し，p ≤ 1 ならば発散することを証明せよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970604)

0.5 D = {(x, y) ; 0 ≤ x+ y ≤ π, 0 ≤ x− y ≤ π}としたとき，∫∫
D

(x− y) sin(x+ y) dxdy

を求めよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970605)

0.6 (1) 微分方程式
dy(t)

dt
+ λy(t) = 0 (i)

を解け．ただし，λは定数で，y(0) = aとする．

(2) 微分方程式
dy(t)

dt
+ λy(t) = f(t) (ii)

を以下の手順によって解け．ただし，f(t)は既知の関数で，y(0) = aとする．まず，

y(t) = e−λtx(t) (iii)

とおいて，(ii)を x(t)の方程式に変換し，x(t)を解き，y(t)を求めよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970606)

0.7 ３行３列の行列 Aと B を以下のように与える．

A =

 1 2 3

2 3 4

3 4 5

 , B =

 3 2 1

4 3 2

5 4 3


このとき，行列 Aと B の和 (A+B)，差 (A−B)，積 (A ∗B)を計算せよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970607)

0.8 行列M =

 a b c

a′ b′ c′

a′′ b′′ c′′

 の成分について
a2 + b2 + c2 = a′

2
+ b′

2
+ c′

2
= a′′

2
+ b′′

2
+ c′′

2
= 1

aa′ + bb′ + cc′ = aa′′ + bb′′ + cc′′ = a′a′′ + b′b′′ + c′c′′ = 0

が成り立っている．このとき
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(1) M の行列式の値を求めよ．

(2) a2 + a′
2
+ a′′

2
= b2 + b′

2
+ b′′

2
= c2 + c′

2
+ c′′

2
= 1

ab+ a′b′ + a′′b′′ = ac+ a′c′ + a′′c′′ = bc+ b′c′ + b′′c′′ = 0

が成り立っていることを示せ．

ヒント：M と，M の転置行列との積を考えよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970608)

0.9 ２行２列の行列 C とDを以下のように与える．

C =

(
2 1

1 2

)
, D =

(
1 0

0 3

)

(1) 行列 C の特性方程式 det(C − xI) = 0を書き下し，その根を求めよ．ただし，det(C − xI)は

行列 C − xI の行列式を表し，I は２行２列の単位行列である．すなわち I =

(
1 0

0 1

)
．

(2) Dの n乗 (Dn)を求め，そのトレース tr(Dn)を計算せよ．ただし，trD とは行列Dの対角成分

の和を表す記号である．

(3) C の n乗 (Cn)のトレース tr(Cn)の値を n = 1, 2, 3の場合に求めよ．

この結果を (2)と比較し，一般の nの場合のトレース tr(Cn)の値を予想せよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970609)

0.10 3次対称行列 Aを次で与える． A =

 1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1


(1) Aの固有値を求めよ．

(2) Aの固有ベクトルから成る R3 の正規直交基底を求めよ．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970610)

0.11 実 n次元ベクトル空間を Rn で表す．R3 から R3 への線形写像 f ，R3 から R4 への線形写像

g は，それぞれ次の行列 A,B で表されるものとする．

A =

 2 −1 3

1 4 2

0 1 −2

 , B =


1 1 3

2 2 6

2 3 8

−1 1 1



(1) f と gの合成写像 g ◦ f によって

 1

2

3

 がうつされる R4 のベクトルを求めよ．

(2) f(x) =

 1

1

1

 をみたす x ∈ R3 を求めよ．

(3) gによる像空間 Im g の次元を求めよ．ここで Im g は

Im g = {g(x) ∈ R4 | x ∈ R3}

で定義される．

(お茶の水女子大 1997)　　 (m19970611)
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0.12 n次元における半径 rの “球”の “体積”を考えましょう．３次元においては半径 rの球の体積は，原

点から距離 r 以内の長さにある部分の体積です．３次元以外でも同様に考えてみましょう．例えば，

１次元における半径 rの “球”の “体積”は，原点から距離 r以内の部分の長さと考えるのが自然であ

り，２次元における半径 rの “球”の “体積”は，原点から距離 r以内の部分の面積と考えるのが自然

ですね．

(1) では４次元において，「半径 rの “球”の “体積”」を自分で定義して，それを具体的に求めてくだ

さい．答えが一意的に決まるとは限りません．自由に発想して下さい．また，計算が最後まで終

了しなくても，自分で考えた事・アイディアなど，自由に述べてください．

(2) さらに一般に，任意の正整数次元 nでも同様に考えてください．

(お茶の水女子大 1998）　　 (m19980601)

0.13 mと nを整数として以下の定積分を考えましょう．

I(m,n) =

∫ 2π

0

sin(mx) · cos(nx)dx,

J(m,n) =

∫ 2π

0

sin(mx) · sin(nx)dx,

K(m,n) =

∫ 2π

0

cos(mx) · cos(nx)dx,

(1) 任意のm,nに対して I(m,n)を求めてください．

(2) mと nが異なるときに，J(m,n),K(m,n)を求めてください．

(3) 周期 2πの関数 f(x)を三角関数で次のように展開します：

f(x) = c0 + c1 cos(x) + c2 cos(2x) + c3 cos(3x) + · · ·+ a1 sin(x) + a2 sin(2x) + · · ·

このとき，係数 c1, a2 を求めてください．

(お茶の水女子大 1998）　　 (m19980602)

0.14 次の計算をせよ．ただし，log xは自然対数であり，lnx と同じである．

(1)
d

dx
sin2 x (2)

d

dx
cos(x3) (3)

d

dx
log(

√
x2 + 1 + x) (4)

d

dx
2x (5)

d

dx
xx

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990601)

0.15 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

sin 3x

x
(2) lim

x→+0
x3 log x (3) lim

x→0

cos 2x− 1

x2
(4) lim

x→0
(1+ex)1/x (5) lim

x→∞

log x+ sinx

x

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990602)

0.16 関数 f(x) = x1/x (x > 0)の最大値をとる点を求めよ．

また， lim
x→+0

f(x),　 lim
x→∞

f(x) を求めよ．

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990603)

0.17 (1) y4 = x4(1− x2)は x-y平面で閉じた曲線になる．この曲線のおおよその形を描け．

(2) この曲線に囲まれた領域の面積を計算するには積分 4

∫ 1

0

f(x)dx が必要である．

関数 f(x)を求めよ．

(3) 上の積分を実行せよ．

(お茶の水女子大 1999）　　 (m19990604)
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0.18 次の計算をせよ．ただし，log xは自然対数であり，lnx と同じである．

(1)

∫
sin 3xdx (2)

∫
x cosxdx (3)

∫
log xdx (4)

∫
1

x2 − 1
dx (5)

∫ ∞

0

e−2xdx

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990605)

0.19 次の各問に答えよ．

(1) tanx

(
−π
2

< x <
π

2

)
の逆関数を tan−1 x(−∞ < x <∞)で表す．tan−1 xの導関数を求めよ．

(2) 不定積分
∫

x

x2 − 6x+ 13
dxを求めよ．

(3) lim
n→∞

(
n

n2
+

n

n2 + 1
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + (n− 1)2

)
=
π

4
となることを示せ．

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990606)

0.20 (1) 次の級数の収束・発散を言え．

(i)
∑∞

n=1 n
−2 (ii)

∑∞
n=1 n

−1

(2) 次の関数のマクロ―リン展開（x = 0のまわりのTaylor級数展開）とその収束半径 ρを例に従っ

てかけ．

(例）
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · (ρ = 0)

(i)
1

1 + x2
(ii) ex (iii) sinx

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990607)

0.21 次のR3 の３つのベクトルについて以下の問に答えよ． 1

x

1

 ,　

 −1

y

1

 ,　

 2

z

−1


(1) これらが一次従属であるための x, y, zについての必要十分条件を求めよ．

(2) (1)の条件が満たされるとき，

 1

1

2

が，この３つのベクトルの一次結合で表されるためのx, y, z

についての必要十分条件を求めよ．

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990608)

0.22 行列 A =

 1 2 2

2 −2 −1

−2 4 3

 について以下の問に答えよ．
(1) Aの固有値を求めよ．

(2) P−1AP が対角行列となるような 3 × 3行列 P を一つ求めよ．

（お茶の水女子大 1999）　　 (m19990609)

0.23 図の様に，x, y平面上の座標が (x, y)で表される点 P を原点Oのまわりに角度 αだけ回転すると，座

標が (x′, y′)の点 P ′ に移った．以下の問に答えよ．

(1) 点 P の原点Oからの距離を r，Oから P に到るベクトルが x軸の正の方向となす角度を θとす

ると，xと yは

x = r cos θ, y = r sin θ

と表される．この時 x′ と y′ を r，θ，αで表わせ．
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(2) x′ と y′ を xと yと αで表す関係式をもとめよ．

但し，必要があれば，以下の三角関数に関する公式を用いてもよい．

sin(θ + α) = sin θ cosα+ cos θ sinα, sin(θ − α) = sin θ cosα− cos θ sinα

cos(θ − α) = cos θ cosα+ cos θ sinα, cos(θ + α) = cos θ cosα− sin θ sinα

(3) 複素数 z は，2乗すると-1となる i と称する虚数を導入して，実数 x と y を用いて z = x+ iy

と定義される．この時，x と y は複素数 z の実部と虚部と呼ばれる．今，上記の点 P の座標 x

と y とを実部と虚部に持つ複素数を z，点 P ′ の座標 x′ と y′ とを実部と虚部に持つ複素数を

z′ としよう．この時 z′ を zで表すとどうなるか，議論せよ．但し，必要ならばオイラーの有名

な公式：cos θ + i sin θ = eiθ を用いてもよい．

(4) 上記のオイラーの有名な公式を知っていると，上記の三角関数の公式は導出できるだろうか．「YES

, NO , あるいは分からない」で答えよ．

O

y

x

P (x, y)

P ′(x′, y′)

α

θ

r

(お茶の水女子大 1999）　　 (m19990610)

0.24 次の計算をせよ．ただし，logは自然対数を，e はその底を表す．

(1)
d

dx
ex

2

(2)
d

dx
log(log x)

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000601)

0.25 f(x)は有界な３階導関数を持つ関数とする. h > 0が小さいとき, 差分商

af(x) + bf(x+ h) + cf(x+ 2h)

h

が一階導関数 f ′(x)を最も良く近似するように実定数 a, b, cを決定せよ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000602)

0.26 平均値の定理は次のように書くことができる．

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x+ θh),　 0 < θ < 1

次の各関数に対して θを xと hの関数として表せ．

(1) f(x) = x2 (2) f(x) = x3 (3) f(x) = ex (4) f(x) = log x (x > 0)

x ̸= 0 で固定したときに各関数について， lim
h→0

θ を求めよ．

一般に f(x)が C2 級の関数で f ′′(x) ̸= 0のとき lim
h→0

θ の値は定まるかどうか調べよ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000603)

0.27 次の計算をせよ．

(1)

∫ ∞

0

x3e−xdx (2)

∫ π/4

0

dx

cosx

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000604)

0.28 ガンマ関数 Γ(s) を次の積分で定義する．但し，s > 0とする．

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1 exp(−x)dx
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(1) Γ(1)を求めよ．

(2) 次の関係式を示せ．

Γ(s+ 1) = sΓ(s)

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000605)

0.29 (1) 関数 sinx, sin2 x および x2 − sin2 x の原点における Taylor展開を４次の項まで示せ．ただし，

sin2 xは (sinx)2 の意味である．

(2) 必要なら上の計算を利用して，不定形の極限値 lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
を計算せよ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000606)

0.30 (1) 次の展開式を簡単に示せ．

log(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
= x− x

2
+
x2

3
− · · ·

(2) 次の無限級数の値を求めよ．

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− · · ·

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000607)

0.31 次の２重積分を求めよ． ∫∫
D

√
xdxdy,　　D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ x}

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000608)

0.32 次の微分方程式の一般解を求めよ．
d2u

dt2
+ ω2u = 0

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000609)

0.33 (1) ４次元の実数ベクトル空間 R4 のベクトル
1

2

0

1

 ,　


2

2

2

1

 ,　


1

0

0

1

 ,　


1

2

2

0


の中に一次独立なものは何本あるか？

(2) 上のベクトルが張る R4 の線形部分空間に対する直交補空間を示せ．ただし，内積は通常のユー

クリッド内積とする．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000610)

0.34 aを 0 ≤ a ≤ 1なる実定数とする．２次の正方行列 A =

(
1− a 1

0 a

)
に対して，An を計算し，そ

の n→ ∞ における極限を示せ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000611)

0.35 実数を成分とする 2 × 2行列 Aに対し，その転置行列 tA を右から掛けると，

A · tA

が単位行列になるという．
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(1) Aはどんな行列か．

(2) 平面上の点

(
x

y

)
に対し A

(
x

y

)
はどんな点になるか，位置関係を図形的に説明せよ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000612)

0.36 次の連立一次方程式の解空間を実数の範囲で求め，その次元を示せ．またその幾何学的意味を述べよ．

x+ 2y + 3z = 0,　 3x+ z = 0,　 x− y − z = 0

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000613)

0.37 (1) 次の対称行列の固有値と固有ベクトルを全て求めよ．(
1 2

√
2

2
√
2 3

)
(2) n行 n列の実対称行列 Aの，n個の固有ベクトル b1, · · · , bn が，全て求まったとしよう．ベク

トル b1, · · · , bn はそれぞれ列ベクトルとし，互いに直交するように取った．次に，列ベクトル
b1, · · · , bn を横に並べて作った，n行 n列の行列を B としよう．即ち，B = (b1, · · · , bn)．この
とき，行列の積 BTABは対角行列であることを証明せよ．但し，BT は Bの転置行列を表すも

のとする．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000614)

0.38 行列

(
2 −1 5

3 0 1

)
によって表される線型写像R3 → R2 を考える．

(1) 空間 R3 の中の平面 x− 3y − 2z = 0をパラメーターを使って表せ．

(2) (1)の平面はこの線型写像で何に写されるか．

(3) この線型写像でR2 内の直線 2x+ 5y = 0に写ってくるもとの空間R3 の図形（すなわち原像）

を求めよ．

（お茶の水女子大 2000）　　 (m20000615)

0.39 半径 aの円が x軸に接しながら滑らずに回転してゆくとき，円周上の一点の軌跡をサイクロイドと

呼ぶ．

(1) 点の初期位置を原点として，この軌跡の方程式を回転の中心角に関するパラメータ表示で与え

よ．ただし，円は常に x軸の上側にあるものとする．

(2) この点が再び x軸に戻るまでの一周期分の曲線の弧長を計算せよ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010601)

0.40 関数 f(x)は実数の開区間 I = (a, b)で連続，関数 g1(t), g2(t)は実数の開区間 J = (c, d)で微分可能

であり，その値が開区間 I に属するとし，次のような関数を考える．

h(t) =

∫ g2(t)

g1(t)

f(x)dx

このような形で定義された関数について以下の問に答えよ．

(1) 次の関数の導関数を具体的に計算せよ．∫ t3

t2
x log xdx　　（log は自然対数関数を表す．）

(2) 次の関数の導関数を計算できるまで計算せよ．∫ t3

t2
ex log xdx　　（log は自然対数関数，e は自然対数の底を表す．）
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(3) 次の関数の導関数を f, g1, g2 およびその導関数を用いて表せ．

h(t) =

∫ g2(t)

g1(t)

f(x)dx

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010602)

0.41 関数 f は実数の閉区間 [a, b]で連続とし，

f0(x) = f(x),　 fn(x) =

∫ x

a

fn−1(t)dt

とおくとき，

fn(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt

という式が成立することを，どういう事実を使ったか明確に説明しながら示せ．特に，

(1)　 f(x) = c（定数）　　　 (2)　 f(x) = ex

であるとき，fn(x)を計算せよ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010603)

0.42 変数変換 t = tan(θ/2) を用いて三角関数の積分を計算してみよう．

(1) cos θと sin θは変数 tを用いて，以下のように表せることを示せ．

cos θ =
1− t2

1 + t2
,　 sin θ =

2t

1 + t2

(2) 次の関数式を示せ．
dt

dθ
=

1

2
(1 + t2)

(3) 次の不定積分を求めよ．
∫

dθ

sin θ
,　
∫

dθ

cos θ
ただし，もし必要であれば以下の公式を用いて良い．

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010604)

0.43 Arctanx は tanxの逆関数で，x = 0のとき値が 0となるものを表すとする．

(1) Arctanxの原点を中心とする Taylor展開を５次の項まで記せ．

(2) xArctan(x2) の原点を中心とする Taylor展開を 11次の項まで記せ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010605)

0.44 v1, v2, v3 を３次元内積空間 R3 の長さ１のベクトルで，どの２つも互いに直交するものとする．以下

の問に答えよ．

(1) R3 の任意のベクトル xは，

x = (x, v1)v1 + (x, v2)v2 + (x, v3)v3

と表されることを示せ．ただし，(　,　)は R3 の内積を意味する．

(2) R3 のベクトル a, bを

a = a1v1 + a2v2 + a3v3

b = b1v1 + b2v2 + b3v3

と表すとき，(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3 であることを示せ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010606)
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0.45 Aを与えられた実係数 n次正方行列とするとき，以下の問に答えよ．

(1) 零ベクトル oではないあるベクトル

x =


x1
...

xn

 ∈ Rn

とある自然数m ∈ Nに対して Amx = oが満たされるとき，Aは正則行列ではないことを示せ．

(2) An ̸= O（nは行列Aの次数）かつ x ̸= oであるが，Anx = oとなるような行列Aとベクトル x

の組の例を挙げよ．

(3) あるベクトル x ̸= oに対して (1)のような仮定が満たされているとする．

k = k(x) = min{m ∈ N | Amx = o}

とおくとき，k個のベクトル x,Ax, · · · , Ak−1xは一次独立であることを証明せよ．

(4) Am = Oがある自然数mに対して満たされているならば，k ≤ n となる自然数 kで Ak = Oと

なるものが存在することを示せ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010607)

0.46 平面の単位正方形 {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}を，４点 (0, 0), (1, 2), (0, 4), (−1, 2)を頂点とする菱

形に写すような線型写像（２×２型行列）を決定せよ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010608)

0.47 PTP = I を満たす行列 P を直交行列と呼ぶ．ここに PT は P の転置行列を，I は単位行列を表す．

(1) ３次の実直交行列 P が３次元ユークリッド空間R3 に線形変換として働くとき，P により位置

を変えない直線が少なくとも一本存在することを示せ．

(2) 上の直線を z軸に取ったとき，P はどのような形となるか？

(3) 上の形をもとに，P の空間への作用の仕方を説明せよ．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010609)

0.48 以下に与えられる３行３列の行列 Aを考える．

A =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 2


また，xyz座標系の基底ベクトルを −→ex，−→ey，および −→ez と表す．

−→ex =

 1

0

0

 ,　−→ey =

 0

1

0

 ,　−→ez =

 0

0

1


(1) A−→ex，A−→ey，および A−→ez を計算せよ．

(2) 行列式 detAを計算せよ．

(3) 逆行列 A−1 を求めよ．

(4) 基底ベクトル −→ex，−→ey，および −→ez を三辺とする立方体を考える．変換 Aによって，その体積は

何倍に変換されるか．

（お茶の水女子大 2001）　　 (m20010610)

9



0.49 f(x) =
x

1 + x2
(−∞ < x <∞)の増減・凹凸を調べ，グラフの概形を書け．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030601)

0.50 次の極限が存在するように定数 a, b, cを定め，そのときの極限を求めよ．

lim
x→0

sinx− cosx+ a+ bx+ cx2

x3

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030602)

0.51 次の計算をせよ．
d

dx
e
√
log x (x > 1)

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030603)

0.52 次の計算をせよ．

(1)

∫ x

0

(x− t) sin tdt (2)

∫ ∞

0

xe−xdx

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030604)

0.53 次の関数のマクローリン展開（原点のまわりのテーラー展開）とその収束半径を書け．ただし，logは

自然対数であり，lnとも書く．

(1) log(1− x) (2) log
1 + x

1− x
(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030605)

0.54 指数関数 f(x) = ex を考える．

(1) 任意の自然数 nと任意の実数 xに対して，

ex =

n−1∑
k=0

1

k!
xk +

∫ x

0

et

(n− 1)!
(x− t)n−1dt

となることを示せ．

(2) Rn(x) =

∫ x

0

et

(n− 1)!
(x− t)n−1dt (|x| < +∞)

と表すとき，Rn(x)は実数の任意の有界閉区間 [a, b]上で一様に 0に収束することを示せ．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030606)

0.55 (1) ２変数関数 g(x, y)が２回連続微分可能であるとき，それと x = f1(r, θ) = r cos θ, y = f2(r, θ) =

r sin θの合成関数 h(r, θ) = g(r cos θ, r sin θ)について次の等式が成立することを示せ．ただし，

r ̸= 0, (x, y) ̸= (0, 0)とする．
∂2h

∂r2
+

1

r

∂h

∂r
+

1

r2
∂2h

∂θ2
=
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

(2) ２変数関数 f(x, y)が点 (a, b)の近傍 V = {(x, y)|
√

(x− a)2 + (y − b)2 < r}で２回連続微分可
能であるとする．次の条件

∂

∂x
f(a, b) =

∂

∂y
f(a, b) = 0

∂2

∂x2
f(a, b) > 0 ,

∂2

∂x2
f(a, b)

∂2

∂y2
f(a, b)−

(
∂2

∂x∂y
f(a, b)

)2

> 0

を満たすとき，f(x, y)は (a, b)で極小であることを示せ．すなわち，

U = {(x, y)|
√

(x− a)2 + (y − b)2 < r′} (r′ ≤ r)があって，(x, y) ∈ U − {(a, b)}ならば
f(x, y) > f(a, b)が成り立つことを示せ．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030607)

0.56 (1) 実対称行列

(
a b

b c

)
の固有値がすべて正である条件を書け．
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(2) (1)の条件のもとで次の重積分を計算せよ．ただし，必要なら
∫ ∞

−∞
e−x2

=
√
πを用いてよい．∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030608)

0.57 実数関数 x = x(t)は，次の微分方程式を満足する．

d2x

dt2
+ a

dx

dt
+ bx = 0

ただし，係数 aと bは正の実数であり，a2 > 4bが成り立つものとする．このとき，以下の問いに答

えよ．

(1) この微分方程式の解を，x1(t)と x2(t)の２つ見つけたとしよう．このとき，実数 c1, c2を用いて

作られた x3(t) = c1x1(t) + c2x2(t)も，この微分方程式の解であることを示せ．

(2) αを定数としたとき x(t) = eαtがこの微分方程式を満足すると考えることにより，上記の微分方

程式のもっとも一般的な解を求めよ．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030609)

0.58 次の正方行列 A,B,C を考える．

A =

(
1 3

2 5

)
B =

 1 2 3

1 4 7

2 5 8

 C =

 1 2 3

2 3 4

3 6 9


(1) A,B,C の階数を求めよ．

(2) A,B,C に逆行列が存在すれば求めよ．

(3) n次正方行列 Aについて，次の２つの命題を考える：

(a) A−1 が存在する． (b) Aの階数が nである．

この２つの命題の関係は次の 1), 2), 3)のうちのどれか？理由とともに答えよ．

　 1) 同値

　 2) 一方が他方の十分条件であるが，必要条件でない．

　 3) 1),2)のいずれでもない．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030610)

0.59 次の行列式を計算せよ．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 3 3

3 4 3 3

3 3 4 3

3 3 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030611)

0.60 行列

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 の固有値と固有ベクトルを計算せよ．
(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030612)

0.61 (1) 実対称行列

(
a b

b c

)
の固有値がすべて正である条件を書け．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030613)
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0.62 行列 Aの固有値 λと固有ベクトル ψは，

Aψ = λψ

という関係式を満足する．このとき以下の問いに答えよ．

(1) 次の行列 Aの固有値と固有ベクトルを求めよ．

A =

(
0

√
ab√

ab a− b

)

ただし，a, bは正の実数とせよ．

(2) エルミート行列の固有値は，実数であることを証明せよ．ただし，エルミート行列H とは，複

素数の成分をもつ行列であり，転置して複素共役を取った（これをエルミート共役を取るとい

う）行列が，もとのH と一致する行列である．

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030614)

0.63 λ ∈ C に対して，次のような複素 n 次正方行列 N, Jλ(n) を考える．

N =



0 1

0 1

. . .
. . .

0 1

0


Jλ(n) =



λ 1

λ 1

. . .
. . .

λ 1

λ


(1) 自然数 k に対して N の k 乗 Nk を求めよ．

(2) 自然数 k に対して Jλ(n)
k を求めよ．

(3) 複素正方行列 A が対角化可能であることの定義を述べよ．

(4) 複素正方行列 A がある自然数 k に対して Ak = E を満たすならば A は対角化可能であること

を示せ．ただし E は単位行列である．必要ならば次の定理を用いてもよい．

定理 任意の複素 l 次正方行列 A に対して l 次正則行列 P，m 個の複素数 λ1, . . . , λm およびm

個の自然数 n1, . . . , nm で
∑m

i=1 ni = l を満たすものが存在して

PAP−1 =


Jλ1

(n1)

Jλ2
(n2)

. . .

Jλm
(nm)

 と書ける．
(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030615)

0.64 次のベクトルの張る空間の次元を求めよ．

(1, 1, 2) , (1, 2, 3) , (2, 3, 5) , (3, 5, 8)

(お茶の水女子大 2003)　　 (m20030616)

0.65 関数 f(x) = e−
1
2x

2

を考える.

(1) f(x)の極値とそのときの xの値を求めなさい.

(2) f(x)の変曲点を求めなさい. (3) y = f(x)の概形を描きなさい.

(お茶の水女子大 2007) 　　 (m20070601)

0.66 次の定積分を計算しなさい.

(1)

∫ 2

1

x log xdx (ただし, log xは自然対数とする.) (2)

∫ 1

0

√
1− x2dx
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(お茶の水女子大 2007) 　　 (m20070602)

0.67 (1) 線形写像の定義を書きなさい.

(2) 次の写像 f が線形写像でないならば線形写像でないことを証明し, 線形写像ならば f を表す行

列と, f の核 (Kerf)と像 (Imf)を求め, それぞれの次元を調べなさい.

(a) f

 x

y

z

 =

(
x+ 2y

2x− 3y

)
, (b) f

 x

y

z

 =

(
x+ 2y + 3

2y + z − 4

)

（注）ただし,線形空間V からW への線形写像F : V →W の核とは, KerF = {v ∈ V |F (v) = 0}
のことで, 像とは ImF = {F (v) ∈W | v ∈ V }のことである.また, 0は零ベクトルを表す.

(お茶の水女子大 2007) 　　 (m20070603)

0.68 次の行列 Aについて, 行列式, 逆行列, 固有値と固有ベクトル空間の基底を求めなさい.

A =

 3 −6 −4

1 −2 −2

−1 3 3


(お茶の水女子大 2007) 　　 (m20070604)

0.69 (1) (−1, 1)を定義域とする関数 fを, f(x) = arctanx+arctan

(
1− x

1 + x

)
で定める. ただし, arctanx

は, tanx
(
−π
2
< x <

π

2

)
の逆関数とする.

(a) f ′(x)を求めよ.

(b) arctan
1

2
+ arctan

1

3
=
π

4
を示せ.

(2) gを (−1, 1)上で定義された C2‐級関数とする . gのテイラー展開あるいはロピタルの定理を用

いて

lim
h→0

g(h) + g(2h) + g(−3h)− 3g(0)

h2
= 7g′′(0)

を示せ（ただし, ロピタルの定理を用いる際は, 定理の仮定を満たしていると確認する事）.

(3) hを (−2, 2)上で定義された C1‐級関数とする . h(0) = 0であれば, 広義積分
∫ 1

0

h(x)

x3/2
dxが存

在することを示せ.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090601)

0.70 (1) 正方行列 Aと B がともに上三角行列であるとき, 積 AB もまた上三角行列となることを示せ.

(2) 次の行列 Aについて以下の問いに答えよ.

A =


−1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

4 0 0 −1


(a) Aの固有値を求め, それぞれの固有値に対する Aの固有空間の基底を一組求めよ.

(b) 適当な正則行列 P を求めて P−1AP が対角行列になるようにせよ.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090602)

0.71 関数 f(x) = log(1− x)を考える.

(1) 関数 f(x)の x = 0のおけるマクローリン展開を考え, ３次関数による近似 S3(x)を求めなさい.

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

2−k

k
を求めなさい.
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(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090603)

0.72 次の不定積分を求めなさい.

(1)

∫
xex

2

sinx2 dx

(2)

∫
x3 + 3

x2 − 2x+ 2
dx

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090604)

0.73 R3 から R3 への線形写像 f は, 1

1

0

を
 2

−1

4

に ,

 1

0

1

を
 −1

4

1

に ,

 0

1

1

を
 5

1

−1

に ,

それぞれ写すとする.

(1) ベクトル

 1

1

1

の線形写像 f による像を求めなさい.

(2) 線形写像 f で

 −1

−3

9

に写される R3 の元を求めなさい.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090605)

0.74 次の行列 Aの固有値と固有ベクトルを求め対角化しなさい.

A =

 6 1 −1

3 7 5

0 1 5


(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090606)

0.75 行列  0 −i 0

i 0 0

0 0 1


の固有値, および, 独立な固有ベクトルをすべて求めよ

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090607)

0.76 関数

f(x) = | cosx| (−π ≤ x ≤ π)

のフーリエ級数を求めよ.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090608)

0.77 微分方程式
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = 0

の独立な２つの解 y1(x), y2(x)を用いて, 微分方程式

d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx
+ q(x)z = f(x)
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の特解を

z(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x)

とおく.
dc1
dx

y1 +
dc2
dx

y2 = 0となるように c1(x), c2(x)を選ぶことにより, 特解が

z(x) = −y1(x)
∫ x f(x′)y2(x

′)

W (x′)
dx′ + y2(x)

∫ x f(x′)y1(x
′)

W (x′)
dx′

と与えられることを示せ. ここで, W = y1
dy2
dx

− y2
dy1
dx
である.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090609)

0.78 2次元のベクトル場A(x, y) = (Ax(x, y), Ay(x, y)), に対して, divAは

divA =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y

で与えられる. divAを極座標 (x = r cos θ, y = r sin θ)であらわすと

divA =
∂Ar

∂r
+
Ar

r
+

1

r

∂Aθ

∂θ

となることを示せ. ここで, Ar はAの r方向（動径方向）成分, Aθ はそれに垂直な方向の成分で

ある.

(お茶の水女子大 2009) 　　 (m20090610)

0.79 次の関数を微分せよ.

(1) xx
x

(2) arcsin
x√

1 + x2
（主値でかんがえること）

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100601)

0.80 次の不定積分を求めよ.

(1)

∫
1

cosx
dx

(2)

∫
1

ex + 1
dx

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100602)

0.81 平面上に正五角形Dと定点 P がある.点 P を中心として,半径 rの円の内部にある Dの部分の面積

を S(r)とするとき, S(r)が連続関数であることを示せ.さらに, S(r)がDの面積の半分となるような

rが存在することも示せ.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100603)

0.82 次の行列で定められる R4 の線形変換の核と像を求めよ.

(1)


1 2 3 4

3 −4 4 7

−2 −4 −7 −6

−1 8 2 1

 (2)


2 1 1 −1

1 2 3 1

3 3 4 1

2 3 4 1


(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100604)

0.83 (1) nを自然数とする.複素数を成分とする n次正方行列が n個の相異なる固有値を持てば,対角化

可能であることを示せ.
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(2) a, b, c, dを複素数とする. 2次正方行列 (
a b

c d

)

が対角化できるための必要十分条件を a, b, c, dの関係を用いて表せ.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100605)

0.84 二次元平面上で x‐ y座標軸を反時計回りに θだけ回転させた座標軸を x′‐ y′とする.ある点 P の位置

(x, y)はこの新しい座標軸では (x′, y′)と表されるが,両者の間には次のような関係がある :(
x′

y′

)
= A

(
x

y

)
, A ≡

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
1⃝

以下の問いに答えよ.

(1) 行列 Aとその転置行列 AT の積 AAT を求めよ.

(2) 行列 B を

B =

(
− cos θ sin θ

sin θ cos θ

)
2⃝

とするとき, BBT は前問の AAT に等しいことを示せ.また, Aが 2次元平面上での座標軸の回

転を表していたのに対し, B は何を表すかを説明せよ.

(3) A, Bのような行列は直交行列と呼ばれる.前問で見たような行列AとBの違いは直交行列のど

のような性質によるのか、答えよ.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100606)

0.85 (1) 微分方程式
d2x

dt2
= a2x 3⃝

の一般解を求めよ.ここで aは正の定数である.

(2) 3⃝の一般解に対して at << 1の場合を考えると,これが
d2x

dt2
= 0の一般解に一致することを示せ.

(3) 3⃝の微分方程式を t = 0で x = x0 , dx/dt = v0 という初期条件の下で解き,その解が t→ ∞で
有限な値を持つための条件を求めよ.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100607)

0.86 3次元の位置ベクトル r

r = xi+ yj + zk 4⃝

に対して,以下の問いに答えよ.ここで i, j, kはそれぞれ x, y, z 軸方向の単位ベクトルである。ま

た r = |r|である.

(1)
∂r

∂x
,
∂r

∂y
,
∂r

∂z
を求めよ.

(2)
r

r
の発散, ∇ ·

(r
r

)
を求めよ (r ̸= 0).ただし, ∇ =

∂

∂x
i+

∂

∂y
j +

∂

∂z
kである.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100608)

0.87 次の関数 f(x)について以下の問いに答えよ.

f(x) =

{
sinx x ≤ 0

x cosx x > 0

(1) 関数 f(x)は x = 0で連続か？
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(2) 関数 f(x)は微分可能か？ 微分可能ならば導関数を記しなさい.

(3) 関数 f(x)は x = 0で何回まで微分可能か？

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100609)

0.88 次の不定積分を求めなさい.

(1)

∫
1

x2 − 1
dx (2)

∫
ex sinx dx

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100610)

0.89 次の行列 Aで表される線形写像 f を考える.

A =


1 0 2 1

2 1 1 0

1 1 −1 −1

3 1 3 1


(1) f の核 (Ker f)の基底と次元を答えなさい.

(2) f の像 (Im f)の基底と次元を答えなさい.

（注）ここで,線形空間 V からW への線形写像 F : V → W の核とは, KerF = {v ∈ V | f(v) = 0}
のことで,像とは ImF = {f(v) ∈W |v ∈ V }のことである. また, 0は零ベクトルを表す.

(お茶の水女子大 2010) 　　 (m20100611)

0.90 次の実対称行列 B の固有値,固有ベクトルを求め,直交行列により対角化しなさい.

B =

 2 1 0

1 3 1

0 1 2


(お茶に水女子大 2010) 　　 (m20100612)

0.91 D =
{
(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 1

}
とするとき, D上の連続関数 f の積分値

I(f) =

∫
D

f(x, y) dxdy

がどのように定義されるか述べよ. また, f が任意の (x, y) ∈ Dに対して f(x, y) = −f(−x,−y)を
満たすとき, I(f) = 0であることを定義に従って示せ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110601)

0.92 P (x) = x2 + ax+ b , Q(x) = x2 + cx+ dを実数係数の xの２次多項式とし, 次の４次正方行列を考

える.

A =


1 a b 0

0 1 a b

1 c d 0

0 1 c d


(1) 行列 Aの行列式 |A|を求めよ.

(2) ２つの xの２次方程式 P (x) = 0 , Q(x) = 0が共通の実数解 αをもつとき

A


α3

α2

α

1

 = o

となることを示し, Aの行列式 |A|は 0となることを示せ. ただしここで oは数ベクトル空間

R4 の原点を表すものとする.
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(3) P (x) = (x − 1)(x − 2)とする. このとき |A| = Q(1)Q(2)であることを示し, rankA ≦ 3なら

ば P (x) = 0 , Q(x) = 0は少なくとも一つの共通の実数解をもつことを示せ

(4) P (x) = 0が２つの実数解 x = α , β (α ̸= β)を持つとする. このとき rankA = 2であれば,

P (x) = 0 , Q(x) = 0は２つの共通の実数解をもつことを示せ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110602)

0.93 次式で決まる曲線で囲まれる面積について考察せよ. 以下の (1)から (3)の手順に従ってもよいし,

または別の手順で解答してもよい. ただし, xと yは実数とする.

y2 − x2(x+ a) = 0

(1) a = 1のときの曲線の概形をグラフに示す.

(2) a = −1のときの曲線の概形をグラフに示す.

(3) a = 1のときの曲線によって囲まれた領域の面積を求める. 積分の計算においては t =
√
x+ a

とおいて置換積分を行ってよい.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110603)

0.94 任意の実 2 × 2行列を無限回作用させることにより, 平面上の点はどこに行き着くかについて考察せ

よ. 以下の (1)から (5)の手順に従ってもよいし, または別の手順で解答してもよい.

(1) 上三角行列

T =

(
α γ

0 β

)
の固有値を求める.

(2) 行列 T の n乗を計算する.

(3) 行列 T のすべての固有値の絶対値が 1より小さい場合, 実平面上の点

x =

(
x1

x2

)

は行列 T を無限回作用するとどのような点に近づくか考える. ただし, α, β, γ, x1, x2 はすべて

実数であるとする.

(4) 2 × 2行列M に対し

Me = λe

を満たす単位固有ベクトルを

e =

(
a

b

)
とし. この成分 a, bを用いて正則行列

P =

(
a b

b −a

)

を定義する. 行列P−1MP の (2,1)成分（左下の要素）がゼロになることを確かめ, 任意の 2× 2

行列が上三角行列に変換されることを示す. さらに. T0 = P−1MP とするとき nを自然数と

して

Mn = P (T0)
nP−1

が成立することを示す.
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(5) 行列 B の要素がすべて実数で, 固有値の絶対値が 1より小さいとする. このとき行列 B を無

限回作用すると, 実平面上の点はどのような点に近づくか考えてみる.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110604)

0.95 不定積分
∫

1

x3 − 1
dxを求めよ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110605)

0.96 極座標表示で表された曲線 : r = 1 + cos θ (0 ≤ θ ≤ 2π) について, 以下の各問に答えよ.

(1) 曲線の長さを求めよ.

(2) 曲線によって囲まれた図形の面積を求めよ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110606)

0.97 微分可能な関数 fij(x) (i, j = 1, 2, 3)に対して

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
f11(x) f12(x) f13(x)

f21(x) f22(x) f23(x)

f31(x) f32(x) f33(x)

∣∣∣∣∣∣∣
とおく. このとき, f(x)の導関数は

f ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
f ′11(x) f ′12(x) f ′13(x)

f21(x) f22(x) f23(x)

f31(x) f32(x) f33(x)

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
f11(x) f12(x) f13(x)

f ′21(x) f ′22(x) f ′23(x)

f31(x) f32(x) f33(x)

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
f11(x) f12(x) f13(x)

f21(x) f22(x) f23(x)

f ′31(x) f ′32(x) f ′33(x)

∣∣∣∣∣∣∣
と表されることを示せ. ただし, | |は行列式を表す.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110607)

0.98 R3 から R3 への線形写像 f が

f :

 0

1

1

 7−→

 4

3

5

 , f :

 1

0

1

 7−→

 3

4

5

 , f :

 1

1

0

 7−→

 3

3

4


を満たすとき, 以下の各問に答えよ.

(1) f の表現行列 Aを求めよ.

(2) Aの固有値およびそれぞれの固有値に対応する固有ベクトルを求めよ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110608)

0.99 R2 上の関数が点 (a, b) ∈ R2 で（全）微分可能であることの定義を述べよ. また, f(x, y) = |x||y|の

微分可能性を R2 の各点について調べ, 微分可能ならばその点での偏微分係数
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を求めよ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110609)

0.100 すべての実数 xについて, 不等式

cosx+ sinx ≥ 1 + x− 2

π
x2

が成り立つことを示せ.

(お茶の水女子大 2011) 　　 (m20110610)

0.101 以下の各問いに答えよ.
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(1) 次の実数値関数の不定積分を求めよ. ∫
x4

x3 − 1
dx

(2) R上の関数 f(x)が, 異なる 2点 a, bを含む区間で連続であれば∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(ξ)

となるような点 ξが 2点 a, bの間に必ず存在することを示せ.

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120601)

0.102 以下の各問いに答えよ.

(1) tを実数とする. 行列

A =

 t −t− 1 −1

t− 1 −t −1

3− 2t 2t+ 3 4


の固有値を求め, 各固有値に対する固有空間の次元が tの値によってどのように変わるかを答え

よ. また, この行列が対角化可能となるような tの値を求め, そのとき P−1AP が対角行列とな

るような 3次正方行列 P を一つ求めよ.

(2) nを自然数, Aを n次実正方行列とする． 以下では iは自然数, r(X)は行列 X の階数を表す

ものとする.

(a) r(Ai) ≥ r(Ai+1)となることを示せ.

(b) r(Ai) = r(Ai+1)のとき, r(Ai+1) = r(Ai+2)となることを示せ.

(c) r(An) = r(An+1)となることを示せ.

(お茶に水女子大 2012) 　　 (m20120602)

0.103 関数 sinhxと coshxを次式で定義する.

sinhx =
1

2

(
ex − e−x

)
, coshx =

1

2

(
ex + e−x

)
ここで ex は指数関数を表す.

(1) 関数 sinhxと coshxの微分を求めよ.

(2) 関数 sinhxと coshxの無限級数展開の最初の 3項目までを求めよ.

(3) 次の関係式（加法定理）を示せ.

sinh(α+ β) = sinhα coshβ + coshα sinhβ

(4) 上の関係式（加法定理）から, 正弦関数 (sin θ)の加法定理を導け. ただし, 次のオイラーの関

係式は仮定して良い.

eiθ = cos θ + i sin θ

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120603)

0.104 質量mの二個の質点がバネ定数 kのバネでつながれ, x軸上を運動する. バネの自然長をゼロとし,

二個の質点の位置をそれぞれ x1, x2 とする.

(1) 運動方程式は次式で与えられることを説明せよ.

m
d2x1
dt2

= −k(x1 − x2) ,

m
d2x2
dt2

= −k(x2 − x1) .
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(2) 重心の座標X = (x1 + x2)/2と相対座標 x = x2 − x1 を用いて, 運動方程式を書き直せ.

(3) 重心運動の運動方程式の一般解を求めよ.

(4) 相対運動の運動方程式の一般解を求めよ. 全体の運動の一般解を求めよ.

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120604)

0.105 t > 0に対して,

Γ(t) =

∫ ∞

0

e−xxt−1dx

とする.このとき以下の各問に答えよ.

(1) 右辺の広義積分は収束することを示せ.

(2) Γ(t+ 1) = tΓ(t)であることを示せ.

(3) 自然数 nについて Γ(n) = (n− 1)! であることを示せ.

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120605)

0.106 極座標表示で

r2 = cos 2θ ただし　 − π

4
≤ θ ≤ π

4

と表される曲線の概形を描け.

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120606)

0.107 次の写像 f が線形写像でないならば線形写像でないことを証明し, 線形写像ならば f を表す行列と,

f の核 (Ker f)と像 (Im f)を求め, それぞれの次元を調べなさい.

(1)

f

 x

y

z

 =

(
xy

x+ y + z

)

(2)

f

 x

y

z

 =

(
2y + z

−3x+ 2z

)

(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120607)

0.108 次の行列 A,B,C について，固有値と固有ベクトル空間の基底を求めなさい.

A =

(
2 1

3 4

)
B =


2 1 0 0

3 4 0 0

0 0 2 1

0 0 3 4

 C =


0 0 2 1

0 0 3 4

2 1 0 0

3 4 0 0


(お茶の水女子大 2012) 　　 (m20120608)

0.109 次の定積分の値を求めよ.

(1)

∫ 2

1

x2 log x dx

(2)

∫ √
3

0

arctanx dx ただし, arctanは正接 tanの逆関数の主値を表すものとする.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130601)
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0.110 実数列 {xn} , n = 0, 1, · · · ,を次の漸化式で定義する.

x0 = 0 , xn+1 = cosxn , n = 0, 1, · · ·

(1) 次の不等式が成り立つことを示せ.

x0 < x2 < x4 < · · · < x2n < x2n+2 < · · ·

(2) 数列 {xn}はある正数 α > 0に収束することを示せ. また極限値 αは

cosα = α

を満たすことを示せ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130602)

0.111 f(x)を微分可能関数とし lim
x→∞

f ′(x) = β とする. このとき任意の実数 hに対して

lim
x→∞

(f(x+ h)− f(x))

が収束することを示し, その極限の値を β と hを用いて表せ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130603)

0.112 (1) S を Rm から Rn への線形写像とする. S の階数（ランク）rankS の定義を述べよ.

(2) S, T を Rm から Rn への線形写像とする. このとき, 不等式

rank(S + T ) ≦ rankS + rankT

が成立することを示せ.

(3) 上記問題 (2)で rank(S + T ) = rankS + rankT が成立するような線形写像 S, T の例をあげよ.

(4) T を Rl から Rm への線形写像とし，S を Rm から Rn への線形写像とする.　このとき,

rankS ◦ T ≦ rankS , rankS ◦ T ≦ rankT

が成立することを示せ.

(5) 次の行列で定められる線形写像 F : R4 → R3 の階数を求めよ. ただし, aは実数である. 1 a 3 2

1 1 −1 1

2 3 a 3


(6) 上記 (5)で与えられた線形写像 F の核（核空間）F−1(0)の次元が最も大きくなるときの aを求

めよ. またそのときの核の基底を 1組求めよ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130604)

0.113 行列に関する次の問に答えよ.

(1) 次の 2行 2列の実対称行列 A

A =

(
2 −1

−1 2

)
(∗)

の固有値 λ1 λ2 と規格化された固有ベクトル v1, v2 を求めなさい.
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(2) 前問で求めた固有ベクトルを並べて作った行列と, その転置行列を用いて Aを対角化しなさい.

一般に, n行 n列の実対称行列 B は, ある直交行列 Oおよびその転置行列 OT を用いて

OTBOとすれば対角化されることが知られている.

(3) 直交行列 Oの定義を書きなさい.

(4) 一般の 2行 2列の実対称行列 C の行列式がその 2つの固有値 c1, c2 の積に等しいこと

detC = c1c2

を証明し, C が (∗)で与えられるとき（すなわち C = A）にそれが成り立っていることを示し

なさい.

(5) 一般の 2行 2列の実対称行列 C の対角和がその 2つの固有値 c1, c2 の和に等しいこと

Tr C = c1 + c2

を証明し, C が (∗)で与えられるとき（すなわち C = A）にそれが成り立っていることを示し

なさい.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130605)

0.114 次の方程式 (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ϕ(r) = aδ(r), (a)

に関する以下の問いに答えなさい. ここで右辺の aは正の実数, δ(r)は 3次元のデルタ関数

δ(r) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
dkeik·r (b)

である.

(1) 関数 ϕ(r)のフーリエ変換を

ϕ(r) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
dkeik·rϕ̃(k) (c)

とした時, これが方程式 (a)を満たすということから関数 ϕ̃(k)を求めなさい.

(2) 積分要素 dkの直交座標系 (kx, ky, kz)から極座標系 (k, θ, ϕ)への変換は∫ ∞

−∞
dk =

∫ ∞

0

dk

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ|J | (d)

で与えられる. このときのヤコビアン J を書きなさい. ここで k = |k|である. また (d)の右

辺が ∫ ∞

0

k2dk

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ (e)

と書けることを示しなさい.

(3) 問 (1)で求めた ϕ̃(k)を使って, (c)から ϕ(r)を求めなさい. 必要があれば, 公式∫ ∞

0

dx
sinx

x
=
π

2
(f)

を用いてもよい.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130606)

0.115 (1) sinxのマクローリン展開を求めよ.

(2) sin 1の近似値を小数第 3位を四捨五入して小数第 2位まで求めよ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130607)
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0.116 n ≥ 0なる整数 nに対して,

In =

∫ 1

−1

x2n
√
1− x2 dx

とおく. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) I0 と I1 を求めよ.

(2) In+1 と In の関係を求めよ.

(3) In を求めよ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130608)

0.117 ベクトル空間 V = R4 上の一次変換 f を表現する行列を
1 0 0 0

−1 1 0 0

0 2 2 1

0 0 2 1


とするとき, 以下の問に答えよ.

(1) f の像 Imf の次元と基底を求めよ.

(2) f の核 Kerf の次元と基底を求めよ.

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130609)

0.118 三角形 ABC の三つの角について, 以下を示せ.∣∣∣∣∣∣∣
−1 cosC cosB

cosC −1 cosA

cosB cosA −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(お茶の水女子大 2013) 　　 (m20130610)

0.119 関数 f(x)を x = aのまわりで定義された関数とし, その定義域をDとする. Dのなかに aを含むあ

る開区間 I ⊂ Dがあり, x ∈ I, x ̸= aならば f(x) > f(a)となるとき f は x = aで極小値をとると

いい, 同様に, x ∈ I, x ̸= aならば f(x) < f(a)となるとき f は x = aで極大値をとるという. 極小

値をとるとき, または極大値をとるとき,　極値をとるという.

　以下の各問いに答えよ.

(1) 関数 f(x)の x = aでの微分係数の定義を述べよ.

(2) 関数 f(x)は x = aで極値をとるとする. f が x = aで微分可能であるとき, f ′(a) = 0となる

ことを示せ.

(3) g は (−∞, ∞)で定義され C2−級関数であるとする. g が x = 0と x = 1で極値をとるとき,

ある 0 < c < 1で g′′(c) = 0となることを示せ.

(4) 上問 (3)において gが x = 0と x = 1で共に極大値をとるとき, g′′(x) = 0となるような xは開

区間 (0, 1)の中に少なくとも 2つ存在することを示せ.

(お茶の水女子大 2014) 　　 (m20140601)

0.120 (1) n次正則行列 Aの逆行列 A−1 を Aの行列式 |A|及び Aの余因子行列 Ãを用いて表せ.

(2) Aを成分が全て整数である n次正則行列とする. さらに, Aの行列式は 1であると仮定する. こ

のとき, Aの逆行列 A−1 の成分も全て整数となることを示せ.

24



(3) 次の行列 B の行列式を求めよ.

B =


a 0 0 0 1

1 a 0 0 0

0 1 a 0 0

0 0 1 a 0

0 0 0 1 a




1 1 0 0 0

1 2 0 0 0

b1 c1 3 6 7

b2 c2 0 4 6

b3 c3 0 0 5



−1

(お茶の水女子大 2014) 　　 (m20140602)

0.121 5次正方行列 Aを次で与える：

A =


0 2 2 2 2

2 0 2 2 2

2 2 0 2 2

2 2 2 0 2

2 2 2 2 0


(1) Aの固有値は, −2と 8であることを示せ.

(2) Aの固有値 −2, 8の固有空間をそれぞれ V (−2), V (8)で表す. aを V (−2)の 0でないベクト

ルとし, bを V (8)の 0でないベクトルとする. このとき, a, bは 1次独立（線形独立）であ

ることを示せ.

(3) 各固有空間 V (−2), V (8)の基底を求めよ.

(4) 行列 Aが対角化可能であることを示し, P−1AP が対角行列となる正則行列 P を求めよ.

(お茶の水女子大 2014) 　　 (m20140603)

0.122 (1) 座標系 {x, y}から {x′, y′}への線形変換で, x2 − y2 を不変にするものを求めてください.

(2) 正方形はどのように変換されるか, 2次元面に図示してください.

(お茶の水女子大 2014) 　　 (m20140604)

0.123 (1) 一定面密度 σ, 半径 rの球殻が作る重量ポテンシャルを求めてください. 理由や計算を詳しく示

してください.

(2) 地球がそのような中空の球殻構造になっていない根拠を自由に考えて, できるだけ定量的に 3つ

以上書いてください.

(お茶の水女子大 2014) 　　 (m20140605)

0.124 (1) 正の実数 aと自然数 nに対して

In(a) :=

∫ a

0

dx

(1 + x2)n
(n = 1, 2, 3, · · · )

とおく. 極限 In = lim
a→∞

In(a)が存在することを確かめ, In を求めよ.

(2) 整数 k, nは 0 ≤ k < nを満たすものとし, a0, · · · , akは負の実数, ak+1, · · · , anを正に実数とす
る. このとき xに関する方程式

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0

は正の実数解を一つだけ持つことを示せ.

(お茶の水女子大 2015) 　　 (m20150601)

0.125 以下の問いに答えよ.
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(1) (a) 線形空間 Rm から Rn への写像 f が線形写像であることの定義を述べよ.

(b) R4 から R3 への写像 f で,


1

−2

−3

2

を
 1

1

0

に,


−2

4

6

−4

を
 1

−2

3

に, それぞれ移

す線形写像が存在するかどうか答え, 存在するならば, この条件を満たした像（像空間）の

次元が最大, 最小となる線形写像の例をそれぞれあげ, それらの核（核空間）の次元と基底

を求めよ.

(c) R4から R3への写像 f で,


1

−2

−3

2

を
 5

5

0

に,


2

1

3

2

を
 0

0

0

に, それぞれ移す線

形写像が存在するかどうか答え, 存在するならば, この条件を満たした像（像空間）の次元

が最大, 最小となる線形写像の例をそれぞれあげ, それらの核（核空間）の次元と基底を求

めよ.

(2) 次の行列 Aの固有値と, 各固有値に対する固有ベクトル空間の基底と次元を求めよ.

A =


1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 2


(お茶の水女子大 2015) 　　 (m20150602)

0.126 以下の問いに答えよ.

(1) 以下の図は x = 0のまわりで y = 20x3 + 40x4 と y = 1000x5 + 2000x7 のグラフを同じ縮尺で

重ね合わせて描いたものである（x軸方向と y軸方向の縮尺は異なることに注意せよ）. 実線の

グラフと破線のグラフがそれぞれどちらの多項式に対応しているか答えよ.

O

y

x

(2) P (x) = akx
k + ak+1x

k+1 + · · ·+ anx
n (k ≤ n)という形の多項式について, m(P ) = kと定め

ることにする. 以下の図は x = 0のまわりで 2つの実数係数多項式のグラフを重ね合わせて描い

たものである. 実線のグラフに対応する P (x)と点線のグラフに対応するQ(x)について, m(P )

とm(Q)の偶奇および大小の関係について述べよ.

O

y

x
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(3) x = 0のまわりで 3つの実数係数多項式のグラフを重ね合わせて描いたとき, 以下の図のような

配置とはならないことを示せ.

O

y

x

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160601)

0.127 以下ではすべての自然数 nに対して Rnの元は列ベクトル（縦ベクトル）で表されるものとする. 以

下の問いに答えよ.

(1) a, b, cを実数とし (a, b, c) ̸= (0, 0, 0)とする. R3 の部分空間H を

H =

{ x

y

z

 ∈ R3
∣∣∣ax+ by + cx = 0

}

で定める. このときH の次元とその基底を求めよ.

(2)

A =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
を実行列とする. Aの階数が 2であるための必要十分条件は∣∣∣∣∣ a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣∣ ̸= 0 , 1 ≤ i ≤ j ≤ 3

となる自然数 i, j が存在することであることを示せ.

(3)

A =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
を階数 2の実行列とし, 線形写像 fA : R3 → R2を fA(x) = Ax, x ∈ R3, で定める. このとき

fA の核の次元と基底を求めよ.

(4)

B =

[
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

]
を実行列とし、 ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ̸= 0

とする. 線形写像 fB : R4 → R2を fB(x) = Bx, x ∈ R4, で定める. このとき fB の核の次元

と基底を求めよ.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160602)
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0.128 次の行列 Aについて, A2, A3, A4 を求めなさい.

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0


(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160603)

0.129 ある対称行列 F が直交行列 P によって対角行列 F ′ = PTFP へと変換された. ここで T は行列の転

置を表す. 以下の問に答えなさい.

(1) F のトレース（対角成分の和）はこの変換により不変であること, つまり Tr F = Tr F
′を証明

しなさい.

(2) 行列 F が以下のように与えられたとき, P と F ′ を求めなさい.

F =

(
2 1

1 2

)

(3) 行列 F と F ′ のトレースを求めなさい.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160604)

0.130 常微分方程式
dN

dt
= −λN（λは正の実数）を解きなさい. ただし初期条件を t = 0で N = N0 とす

ること.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160605)

0.131 常微分方程式　
d2x

dt2
+ 4

dx

dt
+ 25x = 0　を解き, 解の振る舞いの概要を説明しなさい.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160606)

0.132 3次元微分演算子∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
に対して∇r を求めなさい.

ただし r = (x, y, z), r = |r| =
√
x2 + y2 + z2 である.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160607)

0.133 次の関数を微分せよ.

(1) y = xx (2) y = sin
(
cos(x2)

)
(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160608)

0.134 逆正接関数について以下の問に答えよ.ただし値域は
(
−π
2
,
π

2

)
とする.

(1) tan−1 x+ tan−1(a− x) =
π

4
が実数解をもつ aの範囲を求めよ.

(2)
(
tan−1 x

)′
=

1

1 + x2
を示せ.

(3)

∫
tan−1 xdxを求めよ.

(4) tan−1 xを x10 の項までマクローリン展開せよ.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160609)

0.135 次の連立 1次方程式が

(1) 解を持たない
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(2) 無数に多くの解をもつ

ように, それぞれ実数 aの値を定めよ. 1 a −2

a −1 4

2 a −1


 x

y

z

 =

 1

−3

0


(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160610)

0.136 次の行列 A,B について, それぞれ固有値と固有ベクトルを求めよ.

A =

(
1 −3

3 −5

)
, B =

 1 −1 1

2 −2 1

2 −1 0


(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160611)

0.137 以下の関数の n次導関数を求めよ.

y(x) = x2ex

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160612)

0.138 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) (x+ 3y)dx+ (3x− y)dy = 0 (2) y′′ + 2y′ − 3y = ex

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160613)

0.139 以下の極限値を求めよ.

(1) lim
x→∞

(
x3

ex

)
(2) lim

x→1

(
log x

x− 1

)
(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160614)

0.140 以下の 2次正方行列について, 固有値と対応する固有ベクトルを求めよ.

(1)

(
8 −4

3 1

)

(2)

(
a b

b a

)
ただし, a ̸= 0, b ̸= 0, a ̸= b とし, a, bは実数とする.

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160615)

0.141 3次元空間におけるデカルト座標系で表される, 点 O(0, 0, 0), 点 A(1, 2, 3), 点 B(−3, 1,−2)につい

て, 以下を求めよ.

(1) ∠AOB の大きさ (2) △AOB の面積

(お茶の水女子大 2016)　　 (m20160616)

0.142 a ̸= 0とし, f(x)を x = 0のまわりで定義された関数とする.

(∗) lim
x→a

x2f(a)− a2f(x)

x− a

が存在するために f(x)が満たすべき条件を求めよ. また (∗)が存在するための条件を f(x)が満たす

時, (∗)の値を求めよ.

(お茶の水女子大 2017) 　　 (m20170601)
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0.143 −∞ < a < b < ∞とし, f(x)は区間 [a, b]で定義された連続関数で, かつ　 f(x) ≥ 0 を満たすもの

とする. もし　
∫ b

a

f(x)dx = 0 であるならば, [a, b] 上の各点 cで f(c) = 0であることを示せ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170602)

0.144 m× n型実行列 A(t) = (aij(t))の各成分 aij(t)が tに関して微分可能な関数であるとき, aij(t)の導

関数 a
′

ij(t) を成分にもつm× n型行列を A′(t)で表す.

(1) 各成分が tに関して微分可能な関数であるm×n型, n× l型実行列をそれぞれ F (t) = (fij(t)),

G(t) = (gjk(t))で表す. このとき, 行列の積 F (t)G(t)の各成分も tに関して微分可能な関数と

なり, (FG)
′
(t) = F ′(t)G(t) + F (t)G′(t)が成り立つことを示せ.

(2) F (t) = (fij(t))は, 各成分が tに関して微分可能な関数である n次実正方行列とする. F (t)

の行列式 |F (t)|は tに関して微分可能な関数となることを示せ. すべての tについて F (t) =

(fij(t))は正則であるとき , F (t)の逆行列 F−1(t)の各成分も微分可能な関数で,
(
F−1

)′
(t) =

−F−1(t)F ′(t)F−1(t)が成り立つことを示せ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170603)

0.145 (1) m× n型実行列 A = (aij)の階数 (rank)の定義を述べよ.

(2) tを実数とする. 次の行列の階数を求めよ.
2 1 1 1

1 2t− 2 t 1

1 0 1 t

t t− 1 1 1


(3) tを実数とする. 4次元実ベクトル空間 R4 の 4つのベクトル

2

1

1

t

 ,


1

2t− 2

0

t− 1

 ,


1

t

1

1

 ,


1

1

t

1


で生成される R4 の部分空間を V (t)で表す. tが実数全体を動くとき, V (t)の次元の最小値

をとるような tの値を求めよ. また, そのときの V (t)の基底を求めよ.

(4) tを実数とする. 未知数 x, y, zに関する次の連立 1次方程式が解をもつような tをすべて求めよ.
2x + y + z = 1

x + (2t− 2)y + tz = 1

x + z = t

tx + (t− 1)y + z = 1

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170604)

0.146 逆三角関数 f(x) = sin−1 x (ただし, −π/2 ≤ f(x) ≤ π/2)について, 以下の問いに答えよ.

(1) y = f(x)のグラフを描け.

(2) cos
(
sin−1 x

)
を求めよ.

(3) f(x)を xで微分せよ.

(4) f(x)の不定積分を求めよ.

(5) y = f(x)として y′′(1− x2) = y′xがり立つことを示せ.
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(6) f(x)をマクローリン展開せよ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170605)

0.147 R3 から R3 への線形写像 f が 2

1

−1

を
 5

1

−11

に,
 2

3

2

を
 16

13

4

に,
 −1

0

1

を
 0

2

8

に,
それぞれ写すとする. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 線形写像 f を表す行列 Aを求めよ.

(2) 線形写像 f の核 (Ker f)と像 (Im f)の次元と基底をそれぞれ求めよ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170606)

0.148 実対称行列 A =

 1 1 1

1 1 −1

1 −1 1

 を直交行列により対角化せよ. 変換に用いた直交行列も答える

こと.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170607)

0.149 以下の微分方程式を ( )内の条件のもとで解け.

(1)
dy

dx
= −xy (x = 0, y = 2)

(2)
d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ y = 2x (x = 0, y = 5　および　 x = 1, y = 6)

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170608)

0.150 極限値を求めよ. (1) lim
x→0

sinx

x
(2) lim

x→∞

x− cosx

x
(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170609)

0.151 x = sinxを満たす xの実数解はいくつあるか答えよ. またその根拠も示せ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170610)

0.152 以下の 2次正方行列 Aについて答えよ.

A =

(
8 1

−2 5

)
(1) 固有値を求めよ.

(2) それぞれの固有値に対応する固有ベクトルを求めよ.

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170611)

0.153 ある道路で歩行者の歩行速度の調査を行ったところ, 以下の表のような結果となった. 調査対象者全

体の, 歩行速度の平均値 zおよび不偏分散 σ̂z
2 を求めよ.

調査した人数 歩行速度の平均値 不偏分散

60歳未満 9人 x = 1.8 (m/s) σ̂x
2 = 0.2 (m/s)2

60歳以上 18人 y = 0.8 (m/s) σ̂y
2 = 0.1 (m/s)2

調査対象者全体 27人 z (m/s) σ̂z
2 (m/s)2

(お茶の水女子大 2017)　　 (m20170612)
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0.154 整数 nに対して, x ̸= 0のとき fn(x) = xn sin

(
1

x

)
, fn(0) = 0として Rを定義域とする関数 fn を

定める.

(1) fn の x ̸= 0における微分係数 f ′n(x)を求めよ. また f1 は x = 0で微分可能でないことを確か

めよ.

(2) 自然数 mに対して R＼ {0}上定義された fn の m階導関数 f
(m)
n が存在する. 適当な多項式

Pm, Qm に対して, x ̸= 0で

f (m)
n (x) = xn−2m

(
Pm(x) sin

(
1

x

)
+Qm(x) cos

(
1

x

))
が成り立ち, Pm(0), Qm(0)のうち一方だけが 0でないことを示せ. また n > 1のとき, f

(m)
n

が R全体で定義されるためのmの条件を求めよ.

(3) n ≤ 0のとき, 広義積分 ∫ 1

0

fn(x)dx

の収束, 発散を調べよ.

(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180601)

0.155 (1) 上三角行列の積は上三角行列になることを示せ.

(2) 次の行列式を計算せよ.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an

1 x 0 . . . 0

0 1 x
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 . . . 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3) 次の行列を対角化せよ. また, 各固有値の固有空間の次元を求めよ. a 0 c

0 b 0

c 0 a


(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180602)

0.156 (1) 以下の完全微分方程式を解け.

(3x2 + 2xy − 2y2)dx+ (x2 − 4xy)dy = 0

(2) 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

d2y

dx2
− 4

dy

dx
+ 4y = 2x+ 3

(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180603)

0.157 以下の極限値を求めよ.

(1) lim
x→∞

5x− 7x3

x3
(2) lim

x→0

sin(3 sin 4x)

x

(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180604)
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0.158 行列

(
6 −1

2 9

)
について.

(1) 固有値を求めよ.

(2) 固有値に対応する固有ベクトルを求めよ.

(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180605)

0.159 ある工場において製造される製品 Aの含水率 (%)の平均は 56.0であったが, 製法を変えたところ,

この製品Aの含水率が変わったのではないかと思われた. これを検証するため, 新しい製法による製

品 Aから無作為に 10個を取り出して計測したところ, 次のようなデータが得られた.

54.5 57.3 57.9 57.7 58.5

55.8 55.6 57.3 58.2 56.6

(1) 計測した 10個の含水率の平均値を求めよ.

(2) 含水率が変わったか有意水準 5%で検定せよ.

なお母分散は製法変更の前後で σ2 = 1.6で変わらないものとし, z0.025 = 1.96とせよ.

(お茶の水女子大 2018)　　 (m20180606)

0.160 以下の (1)～(3)に答えよ.

(1) 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

x2
dy

dx
− xy − y2 = 0

(2) 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ y = 2x+ 3

(3) 以下の微分方程式を ( )内の初期条件のもとで解け.

(a) cosx cos2 y +
dy

dx
sin2 x sin y = 0

(
x =

π

2
, y = 0

)
(b)

d2y

dx2
+ 4y = 0

(
x = 0, y = 1 and x =

π

4
, y = 0

)
(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190601)

0.161 行列

(
2 5

6 3

)
について,

(1) 固有値を求めよ.

(2) 固有値に対応する固有ベクトルを求めよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190602)

0.162 ある会社のペットボトル飲料水の容量表示が 500mLと印字されている. しかしながら, 工場での注

入の際に製品ごとに変動が生じる. 含量は, 平均 µ = 505.0mL, 標準偏差 σ = 2.0mLの正規分布に

従うことが分かっている. 以下の問いに答えよ. ただし, 必要に応じて付表 1を利用せよ.

(1) 含量が表示である 500mLを下回る製品の割合を求めよ.

(2) 500mLを下回る製品の割合を 0.3%以下にするためには注入機械の精度である標準偏差 σをど

れくらいにする必要があるか答えよ.
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付表 1　正規分布N(0, 1)の上側確率 (z→ Q(z))

z Q(z)

　 0.50　 　 0.3875　

0.75 0.2266

1.00 0.1587

1.25 0.1057

1.50 0.0668

1.75 0.0401

2.00 0.0228

2.25 0.0122

2.50 0.0062

2.75 0.0030

3.00 0.0013
O z

Q(z)

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190603)

0.163 逆正接関数（tanxの逆関数）Arctan xの Taylor 展開をもとに, 以下のようにして
π

4
の近似を与え

よ. ただし, Arctan 0 = 0とする.

(1) |x| < 1のとき
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · ·

となることをもとに, x = 0における Arctan xの Taylor 展開を求めよ.

(2) 上で求めた Taylor 展開の部分和に x = 1を代入することで Arctan 1 =
π

4
を近似することを考

える. 近似の誤差を 0.1や 0.01以下にするためには第何項までの和を考える必要があるかを論

じよ. また, 誤差を 0.1以下とする場合にはどのような近似値が得られるかを実際に述べよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190604)

0.164 n次行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 . . . 0

x 1 + x2 x . . . 0

0 x
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . x

0 . . . 0 x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を計算し, xの整式の形で表せ,

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190605)

0.165 次の行列 Aを考える.

A =


−1 1 2 4

3 2 −2 −3

1 4 2 5

2 3 0 1


T (x) = Axで与えられる R4 の線形変換 T の像と核それぞれについて, 一組の基底と次元を求めよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190606)

0.166 n次正方行列 A, B, C について, Aと B が正則ならば, ABC, BCA, および, CAB の固有多項式

が一致することを示せ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190607)
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0.167 3次元の位置ベクトル r = (x, y, z)と定数ベクトルB を用いて, ベクトルAをA = B × r/2で定

義する. このとき, ▽ × Aを計算せよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190608)

0.168 積分 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(x2+y2)dxdy

を計算することにより,

∫ ∞

−∞
e−x2

dx を求めよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190609)

0.169 ∫
C

eiz

z
dz

を下図のような複素平面上の経路 C で計算することにより,

∫ ∞

0

sinx

x
dxの値を求めよ.

O R−R

C

ε−ε

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190610)

0.170 関数 f(x)は区間 −π ≤ x ≤ πで f(x) = |x|の周期 2πの周期関数とする. f(x)のフーリエ級数を求

めよ.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190611)

0.171 行列  0 −i 0

i 0 −i
0 i 0


の固有値と固有ベクトルをすべて求めよ. iは虚数単位である.

(お茶の水女子大 2019)　　 (m20190612)

0.172 f, g : [0, 1]→ Rを

f(x) =

{
1 (xが有理数)

0 (上記以外の数)

g(x) =


1 (x =

1

2m
,m = 1, 2, 3, · · · )

0 (上記以外の点)

とする.

(1) f が区間 [0, 1]上リーマン積分可能かどうか、理由とともに答えよ.
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(2) lim
n→∞

1

2n

2n∑
k=1

sup
k−1
2n ≤x≤ k

2n

g(x)

を求めよ.

(3) gが区間 [0, 1]上リーマン積分可能かどうか、理由とともに答えよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200601)

0.173 A =

(
1 −1

1 3

)
とする. An を求めよ. ただし, nは自然数とする.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200602)

0.174 次の行列の行列式を計算し, それが 0となる xの値をすべて求めよ.


1 ω 1 x

ω 1 2 x2

ω2 ω2 4 x3

1 ω 8 x4


ただし, ω =

−1 +
√
−3

2
である.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200603)

0.175 tを実数として, ４つの R4 のベクトル

v1 =


1

t

1

3

 , v2 =


0

1

1

1

 , v′1 =


2

−1

1

1

 , v′2 =


3

1

2

0


をとる. V を v1, v2 で生成される R4 の線形部分空間, V ′ を v′1, v

′
2 で生成される R4 の線形部分空

間とする. さらに V と V ′ の和空間 V + V ′ が R4 と異なるとする.

(i) tの値を求めよ.

(ii) V + V ′ の基底を一組求めよ.

(iii) V ∩ V ′ の基底を一組求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200604)

0.176 次の式で定義される実対称行列 Aを考える.

A =

 0 0 1

0 0 0

1 0 0


(1) 行列 Aの固有値と固有ベクトルを全て求めよ.

(2) 任意の 3次元ベクトルが行列 Aの固有ベクトルの線形結合で表されることを示せ.

(3) 行列 sin

(
1

2
πA

)
とその固有値を求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200605)

0.177 次の積分を計算せよ. (ただし, nは正の整数)

(1)

∫ ∞

0

e−x cosxdx (2)

∫ ∞

0

x2n+1e−x2

dx

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200606)
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0.178 関数 y(x) = e−a2x2

が微分方程式 d2y(x)/dx2 − x2y(x) = by(x) の解になるように定数 aと bを定

めよ。

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200607)

0.179 連立微分方程式 dy(x)/dx = cz(x), dz(x)/dx = cy(x)の解を初期条件 y(0) = 1, z(0) = 0の下で求

めよ. (ただし, cは定数)

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200608)

0.180 関数 δy(x)と g(y)を次の式で定義する.

δy(x) =

{
y−1 (|x| < 1

2y)

0 (|x| ≥ 1
2y)

g(y) =

∫ ∞

−∞
f(x)δy(x)dx

ここで, f(x)は何回でも微分可能であるとする. このとき, g(y)を yの 2次の項まで求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200609)

0.181 以下の各問いに答えよ. ただし, logはすべて自然対数とする.

(1) f(x) = log(1− x) (|x| < 1)のマクローリン展開を求めよ. ただし, 剰余項の評価はしなくても

よい.

(2) 0 < x < 1において
x

x− 1
< log(1− x)であることを示せ.

(3) log 2019の値の 10進小数第 2位を四捨五入することにより小数第 1位まで求めよ. ただし, 必

要ならば log 2 = 0.693147の近似値を用いてよい.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200610)

0.182 aを正の定数とするとき, 極形式 r = a(1 + cos θ) (0 ≤ θ ≤ 2π)で囲まれる領域について, 以下の各

問いに答えよ.

(1) 囲まれる領域の周の長さを求めよ.

(2) 囲まれる領域の面積を求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200611)

0.183 (1) t = x+
√
x2 − 1 のとき,

dt

dx
を求めよ.

(2) 積分
∫

1√
x2 − 1

dx を, 上記 (1)のように t = x+
√
x2 − 1 とおいて, tの関数の積分に置

換せよ.

(3) 不定積分
∫

1√
x2 − 1

dx を求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200612)

0.184 以下の極限値を求めよ.

(1) lim
x→∞

x sin
1

x
(2) lim

x→0

3x − 2x

x

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200613)

0.185 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 2y = e2x

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200614)

0.186 次の各問いに答えよ.
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(1) V をベクトル和＋とスカラー倍・を持つ係数体 F 上のベクトル空間とする. これを (V,＋,・)

と表す. W ⊂ V であるW に対して (W,＋,・)が係数体 F 上の部分ベクトル空間となるため

の条件を述べよ.

(2) 以下の各集合が数ベクトル空間 R3の標準的な和とスカラー倍に関して部分ベクトル空間となる

か否かについて, 部分ベクトル空間になる場合にはなることを示し, またならない場合にはその

理由を述べよ.

(a) w1 =
{
(x1, x2, 0)

∣∣∣ x1, x2 ∈ R
}

(b) w2 =
{
(x1, x2, x3)

∣∣∣ x1, x2, x3 ∈ R, x21 + x22 = x23

}
(c) w3 =

{
(x1, x2, x3)

∣∣∣ x1, x2, x3 ∈ R, x1 + x2 = x3

}
(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200615)

0.187 行列M =

 1 0 1

−1 1 −1

0 1 1

 について, 以下の各問いに答えよ.

(1) 行列式 det(M)を求めよ.

(2) 行列M は可逆か否かを述べ, 可逆ならばその逆行列M−1 を求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200616)

0.188 行列

 1 −1 −3

1 1 −1

−1 1 5

 の逆行列を求めよ.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200617)

0.189 ある健康改善プログラムの参加者の最高血圧 (mmHg)は, 実施前の測定において平均値 µ = 125.0,

標準偏差 σ = 10.0の正規分布に従うことがわかっている. このプログラムでは, 最高血圧の目標値

を 130.0 (mmHg) と設定している. 以下の (a)と (b)に答えよ. 必要であれば付表 1を利用せよ.

（※付表１は標準正規分布表）

(a) 参加者のうち, 実施前に目標値を超過している人の割合を求めよ.

(b) プログラム実施後に最高血圧を測定したところ, 目標値を超過する人の割合が 5%以下になっ

た. このとき, 最高血圧の平均値はいくら未満であるか求めよ. ただし, プログラム実施後

の最高血圧も正規分布に従い, 標準偏差は変わらず σ = 10.0とする.

(お茶の水女子大 2020)　　 (m20200618)

0.190 以下の微分方程式を解け.

(1)
d2y

dx2
+ 3

dy

dx
− 4y = 2x− 2

(2) xydy − (3x2 + y2)dx = 0

(お茶の水女子大 2021) 　 (m20210601)

0.191 ある曲線 y = f(x)上の点 P における接線と x軸との交点を点M , 点 P から x軸に垂直に下した点

を点H とする. 線分MH の長さが一定に値 kとなった. 点 Q(0, 2)を通るこの曲線の式を求めよ.
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O

y軸

x軸

y = f(x)

Q(0, 2)
P

HM

(お茶の水女子大 2021) 　 (m20210602)

0.192 あるサイコロを振ったところ,出た目は次の通りであった. カイ 2乗検定を行い, 有意水準５％でこ

のサイコロが公平なサイコロと言えるかどうかを確かめよ. なお, カイ 2乗分布表より χ2
5(0.05) 値

は 11.070である.

　目　 　 1　 　 2　 　 3　 　 4　 　 5　 　 6　

回数 20 12 9 16 11 22

(お茶の水女子大 2021) 　　 (m20210603)

0.193 N を自然数とする. このとき, 次の各問に答えよ;

(1) y ≥ 0に対して, 次が成り立つことを示せ.

ey ≥ yN

N !

(2) 広義積分
∫ ∞

0

e−2x(1 + x)Ndx の収束・発散を調べよ.

(3) 数列 {an}を
∫ 1

n

1
n+1

t

(
1 + log

1

t

)N

dt (n = 1, 2, · · · ) で定める. このとき, 極限 lim
n→∞

an を求

めよ.

(お茶の水女子大 2021) 　　 (m20210604)

0.194 次の行列 Aについて, f(x) = Axで与えられる R4 の線形変換 f を考える.

A =


1 3 5 2

2 1 5 −1

1 4 a b

−1 2 c d


(1) 線形変換 f の像が R4 の 2次元部分空間となるときの a, b, c, dの値を求めよ.

(2) a, b, c, dが (1)の値のときの f(x) = 0の解空間の次元と 1組の基底を求めよ.

(3) f を a, b, c, dが (1)の値のときの R4 の線形変換とし, gを R4 の線形変換で, 像が R4 の 2次元

部分空問であるものとする. このとき, gと f との合成写像 f ◦ gの像空間の次元のとり得る値
の範囲を答え, その範囲のそれぞれの次元となる gの例をあげよ.

(お茶の水女子大 2021)　　 (m20210605)

0.195 関数 coshxをマクローリン展開し, 0でない最初の 3項を求めよ.

(お茶の水女子大 2021)　　 (m20210606)

0.196 極座標に関する以下の各問に答えよ.
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(1) 極座標を用いて r = 1 + cos θ (0 ≤ θ < 2π) で表される曲線の長さを求めよ.

(2) 次の広義積分 I について, 極座標の考え方を用いることで I2 を求めよ. また, I を求めよ.

I =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

(お茶の水女子大 2021) 　　 (m20210607)

0.197 A =

(
0 6

2 4

)
, B =

 1 0 0

6 2 3

0 4 3

, C =


2 0 2 0

0 6 2 4

1 8 7 5

−6 0 4 −1

 の三つの行列に対し, 以下の問い

に答えよ.

(1) rank(A), rank(B), rank(C)を求めよ.

(2) A−1, B−1, C−1 が存在するならばそれを求め, 存在しないならばその理由を示せ.

(3) Bn を求めよ.

(お茶の水女子大 2021) 　　 (m20210608)

0.198 R4 から R2 への線形写像 f


a

b

c

d

=

(
a+ 2b− 2c+ d

a− b− 5c− 2d

)
の核 (Kerf) と像 (Imf)の次元と基底を

それぞれ求めよ.

(お茶の水女子大 2021) 　　 (m20210609)

0.199 a ̸= 0, b ̸= 0のとき，次の不定積分を求めよ.∫
eax sin bx dx

(お茶の水女子大 2021)　　 (m20210610)

0.200 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) ydx− x4dy = 0 (2) x
dy

dx
+ y = x4y3

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220601)

0.201 一次変換

[
x′

y′

]
=

[
5 3

2 1

][
x

y

]
によって

x

4
− y

5
= 1 はどのような図形に変換されるか,

図形の方程式を示せ.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220602)

0.202 (1) (i) 広義積分
∫ ∞

0

dt√
t3 + 1

は収束していることを示せ.

(ii) 0より大きい実数 xに対し, f(x) =

∫ ∞

x

dt√
t3 + 1

とおく．

0 < x1 < x2 ならば f(x1) > f(x2)が成り立つことを示せ.

(iii) (ii)での f(x)の逆関数を g(x)と記すと, その微分に関して

g′(x)2 = g(x)3 + 1が成り立つことを示せ.

(2) 関数 h(x)はすべての実数 xで h(x) > 0をみたす連続関数とし,

lim
x→−∞

h(x) = 0 = lim
x→+∞

h(x) もみたすと仮定する.
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(i) a > 0に対し, Xa は h(x) ≥ aをみたす実数 xの集合とする.

このとき, Xa は有界集合であることを示せ.

(ii) h(x)は実数上の関数として最大値をもつことを示せ.

（閉区間上の連続関数に対する最大値の定理を用いてよい.）

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220603)

0.203 以下の問いに答えよ. ただし, 行列はすべて複素行列とする.

(1) X をベクトル空間, U, V,W をX の部分ベクトル空間とする. W が U, V の和集合 U ∪ V に含
まれるとき, W は U に含まれるか, V に含まれるかのどちらかであることを示せ.

(2) Aを 3次正方行列で, A3 = O, A2 ̸= Oとなるものとする. ただし, Oは零行列とする. Aの階

数を求めよ.

(3) 次の行列 Aを考える. ただし, aは複素数とする.

A =

 1− a −1 a− 2

2a 2 2− 2a

−a −1 a− 1


(a) a = 0のとき, P−1AP が対角行列となるような正則行列 P を求めよ.

(b) a ̸= 0のとき, Aは対角化可能でないことを示せ.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220604)

0.204 実変数 x, yの関数 f(x, y) =
1

2
(x4 + y4)− xyの最小値と最小値を与える点 (x0, y0)を求めよ.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220605)

0.205 不定積分
∫

1

1 + cos 2x
dxを計算せよ.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220606)

0.206 実 3 次元空間の任意の点を (x, y, z) と表すとき, ベクトル V⃗ = (yz, zx, xy) の発散 (divV⃗ ) と回転

(rotV⃗ ), 及び |V⃗ |の勾配 (grad|V⃗ |)を求めよ.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220607)

0.207 任意の行列 Aに対してそのエルミート共役を A† と表す.

(1) 行列の積 A†Aが負の固有値を持たないことを示せ.

(2) A =

(
1 1

0 0

)
のとき, 行列 A†Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.

(3) (2)の行列 Aに対して行列 (A†A)n と eA
†A を求めよ. ただし, nは正の整数である.

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220608)

0.208 区間 −a ≤ x ≤ aで定義される微分方程式 d2f(x)/dx2 + k2f(x) = 0 (k > 0)を考える. ただし,

a > 0である.

(1) 微分方程式の一般解 f(x)を求めよ.

(2) 解 f(x)が境界条件 f(−a) = f(a) = 0を満足するとき, kの最小値を求めよ

(お茶の水女子大 2022) 　　 (m20220609)

41


