
大学編入学試験問題（数学） 作成責任者：軽井沢数学 IC 数学教育研究所 所長 碓氷長 (91 歳)

[選択項目] 年度：1991～2023年 大学：東北大

0.1 f(x)は xの多項式で，等式

{
f(0) = 0

f(x)− f(x− 1) = (2x− 1)3
を満たす．次の問いに答えよ．

(1) f(x)を求めよ．

(2) 次の級数の和を計算せよ．

(sinx+ 1)3 + (sinx+ 3)3 + (sinx+ 5)3 + · · ·+ (sinx+ 2n− 1)3

(東北大 1993)　　 (m19930501)

0.2 放物線　　　　　　　　　　 y = −1

2
x2 + x　　　　　　　　　　 (*)

の上の点 P (a, b)において，放物線より上側に中心Q(X,Y )をもつ半径
√
(a− 1)2 + 1 の円 C が接し

ている．次の問いに答えよ．

(1) 円 C の中心 Qの座標 (X,Y )を aで表せ．

(2) 点 P が放物線 (∗)上を動くとき，円 C の中心 Qが描く曲線の方程式を求めよ．

(3) 中心 Qが直線 x+ 2y = 6に最も近づくとき，中心 Qの座標 (X,Y )を求めよ．

(東北大 1993)　　 (m19930502)

0.3 なめらかな曲線 y = f(x)について，次の問いに答えよ．

(1) 曲線上の点P (a, b)における法線とx軸との交点の座標が ( 12 (a+b2), 0)であるとき，関数 y = f(x)

の満たす微分方程式を導け．

(2) (1)の微分方程式を満たし，点 (0, 2)を通る曲線の方程式を求めよ．また，−3 ≤ x ≤ 1におい

て，この曲線の概形を描け．必要ならば，e = 2.718 · · · , e−1 = 0.367 · · · , e−1.5 = 0.223 · · · を
使ってもよい．

(東北大 1993)　　 (m19930503)

0.4 ２行２列の行列 P =

(
1− p p

q 1− q

)
と Q = I − P について，次の問いに答えよ．ただし，I は

２行２列の単位行列である．

(1) 点 P−1 が存在する条件を書き，そのとき P−1 を求めよ．

(2) 正の整数 nに対して，Qn = (p+ q)n−1Qを証明せよ．

(3) |P + q − 1| < 1のとき， lim
n→∞

Pn を求めよ．

(東北大 1993)　　 (m19930504)

0.5 xyz空間内の，次の不等式を満たす部分を Gとする．

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ x(a− x), 0 ≤ z ≤ by2

ただし，a, bは正数とする．次の問いに答えよ．

(1) Gを平面 x =
a

2
で切ったとき，切り口の面積を求めよ．

(2) Gの体積 V を求めよ．

(3) aと bに関係 b = e−7a があるとき，V を最大にする aの値を求めよ．

(東北大 1994)　　 (m19940501)

0.6 関数 f(x) > 0は閉区間 [a, b]で微分可能であり，導関数 f ′(x)は連続であるとする．x軸上に定点

A(a, 0)と動点 P (x, 0)をとる．ただし，a < x ≤ b とする．点 A,点 P において x軸に垂直な２直線

と曲線 y = f(x)との交点をそれぞれ B,Qとする．次の問いに答えよ．
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(1) 弧 BQの長さを求める式を書け．

(2) 曲線 y = f(x), x軸，直線 AB, 直線 PQで囲まれた部分の面積と弧 BQの長さの比が一定値 k

であるとき，この曲線の方程式を導け．

(東北大 1994)　　 (m19940502)

0.7 ２行２列の行列 P と単位行列 E をそれぞれ

P =

(
1 + cosx sinx

sinx 1− cosx

)
　,　 E =

(
1 0

0 1

)

とする．次の問いに答えよ．

(1) P 2 を計算せよ．

(2) 正整数 nに対して Pn を求めよ．

(3) 正整数 nに対して (P + E)n を求めよ．

(東北大 1994)　　 (m19940503)

0.8 xy平面上に２点 P (a, b) , Q(c, d)がある．原点 Oと点 P,Qは同一直線上にはなく，また d ̸= 0とす

る．点 Rをベクトル
−−→
ORがベクトル

−−→
OP とベクトル

−−→
OQの和に等しくなるようにとる．次の問いに

答えよ．

(1) 点 P,Rを通る直線と x軸との交点 S(e, 0)の x座標 eを a, b, c, dで表わせ．

(2) ベクトル
−−→
OP と

−−→
OQ を２辺とする平行四辺形の面積を求めよ．

(3) 点 P を点 Sに移し，点Qを点 T (0, d)に移す一次変換をKとする．Kによる点Rの像を求めよ．

(4) (3)で定義した一次変換K を表す行列を求めよ．

(東北大 1994)　　 (m19940504)

0.9 次の問いに答えよ．

(1) sin4 θ cos2 θ = a0 + a2 cos 2θ + a4 cos 4θ + a6 cos 6θ とおくとき，a0 , a2 , a4 , a6 を定めよ．

(2) 変数変換 x = a sin2 θ　 (a > 0)を用いて，次の積分の値を求めよ．∫ a

0

x
√
ax− x2dx

(3) 円柱 (x− a)2 + (y− a)2 ≤ a2 が，２平面 z = ax, z = −axにより切り取られる部分の体積を求

めよ．ただし，a > 0とする．

(東北大 1995)　　 (m19950501)

0.10 滑らかな曲線 y = f(x)上の第１象限にある１点 P における法線が x軸と交わる点を N とし，次の

問いに答えよ．

(1) 長さ PN を求めよ．

(2) PN と点P の y座標の平方の比が一定値 kであるとき，点 (0, 1/k)を通る曲線の方程式を求めよ．

(東北大 1995)　　 (m19950502)

0.11 ２行２列の行列 A =

(
a b

c d

)
　と　 B =

(
e f

g h

)
から４行４列の行列

C =


ae af be bf

ag ah bg bh

ce cf de df

cg ch dg dh


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を作り，C = A⊗B と表わす．X =

(
0 1

1 0

)
, Y =

(
1 0

0 −1

)
とおいて，次の問いに答えよ．

(1) X ⊗ Y , Y ⊗X を求めよ．

(2) X−1 ⊗ Y −1 を求めよ．ただし，A−1 は行列 Aの逆行列を表わす．

(3) (1)で求めた４行４列の行列 X ⊗ Y の固有値を求めよ．

(東北大 1995)　　 (m19950503)

0.12 次の問いに答えよ．

(1) 関数
1

1− x
を

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn +Rn(x)

とおくとき，|x| < 1 の範囲で lim
n→∞

Rn(x) = 0 となることを示せ．

(2) (1)を利用して，関数
1

(1− x)2
の xに関するべき級数展開を |x| < 1 の範囲で求めよ．

(3) (2)の結果を利用して，sinxに関するべき級数
∞∑

n=0

(n+1)(sinx)2n の和を求めよ．ここに，|x| < π
2

とする．

(東北大 1996)　　 (m19960501)

0.13 次の問いに答えよ．

(1) 次の微分方程式を y(0) = a の条件の下に解け．

dy

dx
+

1

2
xy = x+

1

4
x3　　　　　　 (∗)

(2) xの関数 y(x) =

∫ ∞

0

e−t2(cosxt+ x2t)dt について，式 (∗)が成り立つことを示せ．ただし，微

分と積分の順序は交換できるものとする．

(東北大 1996)　　 (m19960502)

0.14 ３つの１次変換を f, g, hとし，これらを表す行列をそれぞれA,B,Cとおく，また，任意の点 P (x, y)

の２つの合成変換 f ◦ h , h ◦ g を f ◦ h(P ) = f(h(P )), h ◦ g(P ) = h(g(P )) と定義し，f ◦ h = h ◦ g

が成立するとする．A =

(
1 a

a 1

)
　,　 C =

1√
2

(
1 −1

1 1

)
であるとき，次の問いに答えよ．た

だし，aは a ̸= 0 の実定数とする．

(1) 点 P の変換 hにより移される点を P ′ とする．P ′ の原点からの距離は，P の原点からの距離に

等しいことを示せ．

(2) gを表す行列 B を求めよ．

(3) 円 x2 + y2 = 1上の点Qの変換 f ◦ h により移される点をQ′とする．Q′の原点からの距離の最

大値と最小値を求めよ．

(東北大 1996)　　 (m19960503)

0.15 関数 F (x) = x log x− 1√
1 + x2 − x

の導関数を F ′(x) と表し，

関数 f(x) を f(x) = F ′(x) と定義する．

(1) 関数 f(x) を求めよ． (2) 関数 f(x) の増加・減少を調べよ．

(2) 等式 f(c) = 0 (1 < c < 3) を満たす c が少なくとも１つ存在することを示せ．

(東北大 2001)　　 (m20010501)
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0.16 関数 f1(x) と f2(x) を f1(x) =
1

10
e2x, f2(x) = x2 log(x+ 1) と定義する．

(1) 定積分 S1 =

∫ a

0

f1(x)dx, S2 =

∫ b

0

f2(x)dx を求めよ．

(2) a+ b = 1 という関係があるとき，S = S1 + S2 を b の関数として表せ．

(3) 変数 a と b は

a+ b = 1, 0 < a < 1, 0 < b < 1

を満たすと仮定する．S = S1 + S2 が極値をとる条件を a と b により表せ．

(東北大 2001)　　 (m20010502)

0.17 点 X(x, y) を原点 O のまわりに角 θ だけ回転して得られる点をX ′(x′, y′) とする．

(1) OX の長さは r であり，OX の方向は x軸の正のむきを原点 O のまわりに α だけ回転した方

向にあるとする．このとき，x, y, x′, y′ を r, α, θ により表わせ．ただし，角 θ と角 α の回転の

方向は同一であるとする．

(2)

(
x′

y′

)
= T

(
x

y

)
と表わすとき，2× 2 行列 T は

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
となることを示せ．

(3) 点 A(x1, y1)，点 B(x2, y2) と原点 O からなる三角形 OAB を考える．三角形 OAB を原点 O

のまわりに角 θ だけ回転して得られる三角形を OA′B′ とする．三角形 OAB の面積 S と三角

形 OA′B′ の面積 S′ を与える公式

S =
1

2
|x1y2 − x2y1|, S′ =

1

2
|x′

1y
′
2 − x′

2y
′
1|

を用いて，S = S′ であることを示せ．

(4) 上記 (3) で定義した三角形 OA′B′ の辺 A′B′ が直線 y′ = 1 上に位置し，S′ =
1

2
であるとする．

この場合に，x1, y1, x2, y2 が満たすべき条件を示せ．

(5) 上記 (4) において，さらに，x′
1 = 0, x′

2 > 0, θ =
π

4
とする．三角形 OAB を図示せよ．

(東北大 2001)　　 (m20010503)

0.18 関数 f(x)のマクローリン展開は以下のように与えられる．

f(x)～f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2 + · · ·

ただし，f ′ と f ′′ は，それぞれ f の導関数と第 2次導関数を示す．

(1) 関数 f(x) =
1

1 + x2
をマクローリン展開し，x2 の項まで示せ．

(2) 以下の関係が成り立つことを示せ．
d

dx

(
Tan−1x

)
=

1

1 + x2

ただし，関数 y = Tan−1xは，関数 y = tanxの逆関数であり，原点を通る．

(3) 関数 F (x) = Tan−1x

について，−∞ < x < ∞での増減・極値・グラフの凹凸・変曲点を調べよ．

(4) y = F (x)のグラフの概形を描け．

(東北大 2003)　　 (m20030501)

0.19 関数 f(x)は，微分方程式

x2 d
2f(x)

dx2
− 2x

df(x)

dx
+ 2f(x) = 0 (x ≧ 1) (a)

および，初期条件

x = 1のとき f = 1 ,
df

dx
= 0 (b)

を満たす．このとき，以下の問 (1)～(5)に答えよ．
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(1) 方程式 (a)は，変数変換 t = log xによって，以下の微分方程式に帰着することを示せ．
d2y(t)

dt2
− 3

dy(t)

dt
+ 2y(t) = 0 (c)

また，初期条件 (b)は，

t = 0のとき y = 1 ,
dy

dt
= 0 (d)

となることを示せ．

(2) 方程式 (c)の一般解は

y(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t (e)

で与えられる．方程式 (c)および初期条件 (d)を満たす実数 λ1, λ2, C1, C2 を求めよ．

(3) 初期条件 (b)のもとで方程式 (a)の解を求めよ．

(4) z(t) =
dy(t)

dt
と定義する．いま，適切な 2 × 2行列 Aを定義すれば，方程式 (c)は dy(t)

dt
dz(t)

dt

 = A

(
y(t)

z(t)

)
と表される．行列 Aを求めよ．

(5) 行列 Aの固有値を求め，問 (2)で求めた λ1, λ2 と比較せよ．

(東北大 2003)　　 (m20030502)

0.20 行列 Aを A =

(
2 −1

1 4

)
で定義する．

(1) 行列 Aの逆行列 A−1 を求めよ．

(2) 行列 Aによって表される xy平面上の線形変換を f とする．直線 y = ax上の任意の点の f によ

る像が同じ直線 y = ax上にあるような aの値を求めよ．

(3) 行列 U を U =

(
α 1

0 α

)
で定義する．このとき，Un =

(
αn nαn−1

0 αn

)
が成り立つことを

証明せよ．ただし，nは自然数，αは 0でない実数とする．

(4) 行列 P を P =

(
−1 2

1 −1

)
で定義する．このとき，P−1AP を求めよ．また，その結果と問

(3)で証明した式を用いて An を求めよ．ただし，nは自然数とする．

(東北大 2003)　　 (m20030503)

0.21 実数 yの関数:

f(y) =
1

1 + e−βy
, (−∞ < y < ∞)

を定義する.ここで, β は非負の実数値のみをとる定数である.このとき,以下の問いに答えよ.

(1) β の値が以下の３つの場合:

a) β −→ +∞ , b) β = 0 , c) その他の場合.

の各々について, x = f(y)のグラフを描け.

(2) 関数 x = f(y)の逆関数 y = f−1(x)を求めよ.

(3) 以下の不定積分を求めよ. ∫
log(1− x)dx

ただし, logは自然対数を表す.

(4) 以下の定積分を求めよ.

g(x) ≡
∫ x

0

f−1(z)dz

ただし, xの定義域は 0 ≤ x ≤ 1 であり, lim
x→0

x log x = 0の意味で 0 log 0 = 0 とする.
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(5) 関数 g(x)− αxを最小化する xを求めよ.ただし xの定義域は 0 ≤ x ≤ 1 , αは正の実数値の

みをとる定数とする.

（東北大 2004）　　 (m20040501)

0.22 関数 f(x)の x = aを中心とするテイラー展開は以下のように与えられる.

f(x) ∼ f(a) +

∞∑
n=1

1

n!
f (n)(a)(x− a)n = f(a) + f ′(a)(x− a) +

1

2
f ′′(a)(x− a)2 + · · ·

ただし, f (n)(x)は f(x)の第 n次導関数
dnf

dxn
を表す.また, f ′(x)および f ′′(x)は f(x)の導関数

df

dx
お

よび第２次導関数
d2f

dx2
をそれぞれ表す.特に, −1 < x < 1に対する関数

1

1− x
および −∞ < x < ∞

に対する関数 ex の x = 0を中心とするテイラー展開はそれぞれ次のように与えられる.

1

1− x
∼

∞∑
n=0

xn , ex ∼
∞∑

n=0

1

n!
xn

xを実数とし,関数 g(x)と h(x)を

g(x) = ex
2

, h(x) =
ex

2

2− x

と定義する.

(1) g(x)の x = 0を中心とするテイラー展開を求めよ.

(2) 問 (1)の結果を用いて, h(x)の x = 0を中心とするテイラー展開の x2 の項までを求めよ.

(3) h(x)の導関数 h′(x)を求めよ.

(4) y = h(x)の−∞ < x < ∞における発散する点,極値を与える点に注意して,グラフの概略を描け.

（東北大 2004）　　 (m20040502)

0.23 原点O(0, 0, 0)を中心とする半径が 1の球（単位球）に内接する正四面体を考える.　球の中心から各

頂点A,B,C,Dに至る４本のベクトルを
−−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC,

−−→
ODとし,

−−→
OAを z 軸に,

−−→
OB を xz 平面

に置き,　その４本の内,任意の 2本のベクトルのなす角度を θとする.　この時,各ベクトルの成分は
−−→
OA = (0, 0, 1) ,

−−→
OB = (− sin θ, 0, cos θ) ,

−−→
OC = (sin θ · cos 60° ,− sin θ · sin 60° , cos θ) ,

−−→
OD = (sin θ · cos 60° , sin θ · sin 60° , cos θ) と表せる.

(1) cos θ , sin θの値を求めよ.

(2) 単位球と頂点B で接する平面の方程式を求めよ.

(3) 正四面体の１辺の長さを求めよ.

(4) 正四面体の体積を求めよ.

（東北大 2004）　　 (m20040503)

0.24 2次曲線 C : 3x2 − 2
√
3xy + 5y2 − 18 = 0は,行列A =

(
3 −

√
3

−
√
3 5

)
, ベクトル p =

(
x

y

)
を用いて, tpAp− 18 = 0と表すことができる.ただし, tp = (x y)である.

(1) 行列Aの固有値 λ1 , λ2を求め,それぞれに対応する大きさ 1の固有ベクトル u1 , u2を求めよ.

(2) ベクトル p′ =

(
x′

y′

)
とし,ある行列 U を用いて,線形変換 p = Up′ を行えば, 2次曲線 C は

標準形になる.行列 U を求め, 2次曲線 C の標準形を x′ , y′ を用いて表せ.
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(3) x軸と x′ 軸のなす角度を求め, x軸 , y 軸と x′ 軸 , y′ 軸の関係を図示し，2次曲線 C の概形を

描け.

(東北大 2005) 　　 (m20050501)

0.25 xを実数として,関数 f(x)を f(x) = x2eax と定義する.ただし, aは負の定数である.

(1) f(x)の導関数 f ′(x) ,第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ.

(2) x → +∞のとき, f(x)の極限 lim
x→+∞

f(x)を求めよ.

(3) f(x)の増減 ,極値 ,グラフの凹凸 ,変曲点を調べ,増減表を書き, y = f(x)の概形を描け.

(東北大 2005) 　　 (m20050502)

0.26 xを実数として,関数 f(x)は微分方程式

f ′′(x)− f(x) = 0

の解であり,初期条件「f(0) = 0 , f ′(0) = 1」を満たすものとする.さらに,この微分方程式の解 f(x)

から関数 g(x)を

g(x) =

∫ x

0

tf(t)dt

により定義する.

(1) 与えられた微分方程式の解 f(x)を求めよ.

(2) g(1)および g(−1)を求めよ.

(3) 関数 h(x)を

h(x) =
d

dx

∫ x2

−x

g(t)dt

により定義する.このとき, h(1)を求めよ.

(東北大 2005) 　　 (m20050503)

0.27 m = 1, 2, · · · に対して lim
x→∞

xme−x = 0 を示せ.

(東北大 2005) 　　 (m20050504)

0.28 x = (x1, x2, x3) ∈ R3 , x ̸= 0において関数 f を

f(x) =
1

|x|
, |x| =

√
x1

2 + x2
2 + x3

2

で定義する.このとき,次の問に答えよ.

(1) ∇f =

(
∂f

∂x1
,

∂f

∂x2
,

∂f

∂x3

)
,および ∆f =

∂2f

∂x1
2
+

∂2f

∂x2
2
+

∂2f

∂x3
2
を求めよ.

(2) ε > 0に対して, Sε = {x ∈ R3 ; |x| = ε}とする. Sε に沿う表面積分∫
Sε

∂f

∂n
dS

の値を求めよ.ただし, nは Sε上の単位外向き法線ベクトルであり,
∂f

∂n
= ∇f ·nは f の n方向

への微分を表す.

(3) S を原点 Oを内部に含む R3 内の滑らかな閉曲面とするとき, S に沿う表面積分∫
S

∂f

∂n
dS

の値を求めよ.ただし, nは S 上の単位外向き法線ベクトルである.
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(東北大 2005) 　　 (m20050505)

0.29 R3 において x , yの標準内積を (x, y)で表す. 3次実対称行列 Aを

A =

 3 1 1

1 2 0

1 0 2


で定める.このとき,次の問に答えよ.

(1) Aは相異なる正の固有値 λ1 < λ2 < λ3 を持つ. λ1 , λ2 , λ3 , および それらに対する長さ 1の

固有ベクトル ϕ1 , ϕ2 , ϕ3 をそれぞれ求めよ.

(2) R3 の一次変換 fj (j = 1, 2, 3)を

fj : x 7→ (x , ϕj)ϕj , j = 1, 2, 3

で定める. R3 の標準基底に関する fj の表現行列を Pj とするとき,

Pj
2 = Pj , j = 1, 2, 3

PjPk = O , j ̸= k のとき

を示せ.ただし, Oは零行列である.

(3) m = 1, 2, · · · に対して,行列 B を

B = λ
1
m
1 P1 + λ

1
m
2 P2 + λ

1
m
3 P3

と定めるとき, Bm = Aが成り立つことを証明せよ.

(東北大 2005) 　　 (m20050506)

0.30 円柱面 x2 + y2 = axと球面 x2 + y2 + z2 = a2 で囲まれ, 不等式 x ≧ 0 , y ≧ 0 , z ≧ 0を満たす領域

を Rとして, 次の問に答えよ．

(1) 領域 Rの概形を描け．

(2) 変数変換 x = r cos θ , y = r sin θのヤコビアン J =
∂(x, y)

∂(r, θ)
を求めよ．

(3) 領域 Rの体積 V を求めよ．

(東北大 2006) 　　 (m20060501)

0.31 xを実数とし, 関数 f(x)を f(x) = x− sinx と定義する．このとき, 以下の問に答えよ．

(1) 関数 f(x)の導関数 f ′(x)および第２次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) f ′(x) = 0を満たすすべての実数 xおよび f ′′(x) = 0を満たすすべての実数 xをそれぞれ求めよ．

(3) 関数 y = f(x)の区間 −2π≦ x ≦ 2π における増減, 極値, グラフの凹凸, 変曲点を調べ, 増減表

を書き, グラフの概形を描け．

(4) 任意の実数 xについて不等式 |x| ≧ sin |x| が成り立つことを証明せよ．

(東北大 2006) 　　 (m20060502)

0.32 対称行列Aおよびベクトル bを A =

 0 −1 −1

−1 1 0

−1 0 1

 , b =

 −3

1

0

 で定義する．

(1) Ax = bを満たすベクトル xを求めよ．
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(2) Aの固有値および固有ベクトルを求めよ．

(3) An の逆行列を求めよ．ただし, nは自然数とする．

(東北大 2006) 　　 (m20060503)

0.33 (1) a, b, c, p, q, rを実数とし,

D =

 p 0 0

0 q 0

0 0 r

 , N =

 0 a b

0 0 c

0 0 0


とおく．任意の自然数 kに対し,

(D +N)k = Dk +M , M =

 0 α β

0 0 γ

0 0 0


と表されることを示せ．ただし, α, β, γ は適当な実数である．

(2) ３次正方行列Aがある自然数 nに対してAn = Oを満たすとき, A3 = Oであることを示せ．た

だし, Oは零行列である．

(東北大 2006) 　　 (m20060504)

0.34 ４次元数ベクトル空間の部分空間 V とW を

V = {(x1, x2, x3, x4) | x1 + 2x2 + 4x4 = 0 , 2x1 + 5x2 − 5x3 + 6x4 = 0}

W = {(x1, x2, x3, x4) | x2 + 5x4 = 0 , x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0}

と定義する．以下の設問に答えよ．

(1) V とW の次元を求めよ．

(2) V ∩W の次元を求めよ．

(3) V +W = {v + w | v ∈ V , w ∈ W}の次元を求めよ．

(東北大 2006) 　　 (m20060505)

0.35 D = {(x, y) | 4x2 + y2 < 4 , x > 0 , y > 0}とするとき, 重積分
∫∫

D

xy dxdy を計算せよ．

(東北大 2006) 　　 (m20060506)

0.36 (1) 関数の積の微分に関するライプニッツの公式を述べよ（証明はしなくてよい）．

{f(x)g(x)}(n) =

(2) x > 0で定義された関数 h(x) = x4 log xを考える． lim
x→+0

h(x) を求めよ．

(3) 0 < m < 4であるような自然数mに対し, (2)で定義した h(x)のm階導関数 h(m)(x)を求めよ．

また, lim
x→+0

h(m)(x)を求めよ．

(4) lim
x→+0

h(4)(x)は存在するか．

(東北大 2006) 　　 (m20060507)

0.37 ３次正方行列 A =

 1 2 1

2 1 −1

3 2 0

 についてA2, tAA, A−1 を求めよ. ここで, tAはA の転置行

列を表す.

(東北大 2007) 　　 (m20070501)
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0.38 行列 B =

 1 −1 0 2

0 1 −1 2

1 −2 1 0

 で f(v) = Bv と定義される線形写像（１次写像）f : R4 → R3

について, 像 Im f と核 Ker f の次元を求めよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070502)

0.39 関数 f(x) =
1

1 + 2 sinx
を x = 0 の近くで３次までテーラー展開せよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070503)

0.40 領域D = {(x, y) | x ≥ 0 , y ≥ 0} での広義重積分
∫∫

D

dxdy

(4 + 2x+ y)3
の値を求めよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070504)

0.41 x, yを実数とし, 0 < x < 2π , 0 < y < 2πの表す領域において, 関数 f(x, y)を

f(x, y) = sinx+ sin y − sin(x+ y)

と定義する. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 関数 f(x, y)の偏導関数
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y
を求めよ.

(2)
∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0を満足するすべての点 (x, y)を求めよ.

(3) f(x, y)の極大値 , 極小値を求めよ.

(4) 曲面 z = f(x, y)上の x =
π

2
, y =

π

2
に対応する点における接平面の方程式を求めよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070505)

0.42 y = y(x) (y ̸= 0) , z = z(x)とする. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) z = y−4 のとき,
dz

dx
を yおよび

dy

dx
を用いて表せ.

(2) 変数変換 z = y−4を用いて, 微分方程式
dy

dx
+ yP (x) = y5 Q(x)を z に関する微分方程式に書き

表せ.

(3) 微分方程式
dy

dx
+ xy =

1

2
xy5 の一般解を求めよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070506)

0.43 xと yを実数とし, 関数 f(x, y)を f(x, y) = 4−
√
x2 + y2 と定義する.

不等式 (x− 1)2 + y2≦ 1 , 0 ≦ z ≦ f(x, y) で表される領域を Rとして, 以下の問に答えよ.

(1) 領域 Rの概形を描け. (2) 領域 Rの体積を求めよ.

(3) xy−平面上で不等式 (x− 1)2 + y2≦ 1 によって表される領域をDとする. 曲面 z = f(x, y)の

Dに対応する部分の面積を求めよ.

(東北大 2007) 　　 (m20070507)

0.44 xを実数とし, 関数 f(x)を f(x) = e−
1
2 (x−2)2 と定義する.

(1) 関数 f(x)の導関数 f ′(x)および第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ.

(2) f ′(x) = 0を満たすすべての実数 xおよび f ′′(x) = 0を満たすすべての実数 xをそれぞれ求めよ.

(3) 関数 y = f(x)の区間 −5 ≦ x ≦ 5における増減, 極値, グラフの凹凸, 変曲点を調べ, 増減表

を書き, グラフの概略を描け.
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(4) 関数 g(x)を g(x) =
d

dx

∫ x

−x+2

(t−1)(t−3)f(t)dt により定義する. このとき, g(2)を求めよ.

(東北大 2008) 　　 (m20080501)

0.45 tを実数とし, ２つの関数 x = x(t), y = y(t)により与えられる xy 平面上の点 P (x(t), y(t))を考え

る. x(t)および y(t)が以下の連立微分方程式
dx

dt
= αx− y

dy

dt
= x+ αy

および初期条件

(x(0), y(0)) = (1, 1)

を満足するとする. ただし, αは実数の定数である. 以下の問いに答えよ.

(1) α = 0のとき, 与えられた連立微分方程式の解 x(t)および y(t)を求めよ.

(2) α ̸= 0のとき, 与えられた連立微分方程式の解 x(t)および y(t)を求めよ.

(3) t (t ≧ 0)が変化するとき, 点 P が描く曲線の概形を α > 0, α = 0, α < 0の場合について描け.

(東北大 2008) 　　 (m20080502)

0.46 行列Aおよび直交座標系の位置ベクトル p, qをそれぞれ

A =

 3 1 0

1 3 0

0 0 10

 , p =

 x

y

z

 , q =

 u

v

w


と定義する. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) Aの逆行列を求めよ.

(2) Aの固有値および固有ベクトルを求めよ. その際, 固有ベクトルの大きさは１となるように求

めよ.

(3) (2)で求めた固有値を α, β, γ (α≦ β≦ γ)とする. 2次形式 3x2 + 2xy + 3y2 + 10z2 を標準形

αu2 + βv2 + γw2 に変換する線形変換 q = Upを与える直交行列 U を求めよ.

(4) 線形変換 q = Upにより, 平面 x+ y + z = 1はどのような図形に変換されるか. 変換前後の図

形の概形を描け.

(東北大 2008) 　　 (m20080503)

0.47 行列 A =

[
2 3

3 4

]
の固有値と固有ベクトルを求めよ.

(東北大 2008) 　　 (m20080504)

0.48 ３次正方行列 A =

 1 2 4

2 5 11

2 3 6

 について, 行列式 det(A)と逆行列 A−1 を求めよ.

(東北大 2008) 　　 (m20080505)

0.49 f(x) = sin2 xを x = 0の近くで３次までテーラー展開せよ.

(東北大 2008) 　　 (m20080506)
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0.50 実数上の１階連続的微分可能関数 f(x)がすべての点 xで
df

dx
(x) = 0を満たすならば, f(x)は定数関

数であることを示せ.

(東北大 2008) 　　 (m20080507)

0.51 領域D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤ 1}で
∫∫

D

xey
2

dxdy の値を求めよ.

(東北大 2008) 　　 (m20080508)

0.52 直交座標系 (x, y, z)において, 点O,A,B,C,Dの座標がそれぞれO(0, 0, 0), A(2, 2,−4), B(3, 5,−2),

C(5, 1,−3), D(0, 0,−6)で与えられるものとする. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 線分 OA, OB, OC を隣り合う３辺とする平行六面体の体積 V を求めよ.

(2) ３辺 A, B, C を通る平面 P の方程式を求めよ.

(3) (2)で求めた平面 P を接平面とし, ２点 O, Dを通る球の方程式を求めよ.

(4) 点 Aを x軸の回りに回転した後, 平面 Q :
√
2x+ y + 3z = 2に直交する方向へ移動すること

により, 点 Oに移すことを考える. この場合の x軸回りの回転角 θ (0 ≦ θ < 2π)と平面Qに直

交する方向の移動量 Lを求めよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090501)

0.53 xを実数とし, 関数 f(x)を

f(x) = sin(a cosx)

と定義する. ただし, aは実数の定数である. f(x)の導関数を f ′(x)とするとき, 以下の問いに答

えよ.

(1) a = 1のとき f(x) = 0を満たすすべての実数 xを求めよ.

(2) a = 1のとき f ′(x) = 0を満たすすべての実数 xを求めよ.

(3) a = πのとき y = f(x)の区間 0 ≦ x ≦ 2πにおける増減,極値を調べ, 増減表を書き, グラフの

概形を描け. ただし, グラフには y = 0となる点の xの値も記すこと.

(東北大 2009) 　　 (m20090502)

0.54 t, x, yを実数, Aを実数の定数とし, 以下の問いに答えよ.

(1) 置換 t = x+
√

x2 +Aを用い, 不定積分
∫

1√
x2 +A

dxを求めよ.

(2) 不定積分
∫ √

x2 +Adxを求めよ.

(3) x ≧ 0, y ≧ 0. 曲線
√
x+

√
y = 1の長さを求めよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090503)

0.55 変数 xに関する n次以下の実数係数多項式の全体を Pn[x]とおくと, Pn[x]は {1, x, x2, · · · , xn}を基
底とする実ベクトル空間である. このとき, 次に答えよ.

(1) W = {p(x) ∈ P4[x] : p(0) = p(1) = 0}の基底を求めよ.

(2) D(a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0) = 3a3x
2 + 2a2x + a1 によって定義される関数 D : P3[x] → P2[x]

が線形写像であることを示せ.

(3) (2)の関数Dが全射であるか否かについて述べよ.

(4) (2)の関数Dが単射であるか否かについて述べよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090504)
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0.56 行列

A =

 2 1 1

1 2 1

1 1 2


の固有値と固有ベクトルを求めよ. さらに, Aを対角化する直交行列を求めよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090505)

0.57 a1 =
√
2 , an+1 =

√
2anで定義される数列 {an}が収束することを証明し, 極限値 lim

n→∞
anを求めよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090506)

0.58 関数 f(x) = x1/5 のテーラー展開を用い, 301/5 の小数展開を誤差 (剰余項 Rn) < 0.0001の範囲で求

めよ.

(東北大 2009) 　　 (m20090507)

0.59 領域D = {(x, y) : 0 ≤ x+ y ≤ 2 , 0 ≤ x− y ≤ 2}として, 次の計算をせよ.∫∫
D

(x− y)ex+ydxdy

(東北大 2009) 　　 (m20090508)

0.60 xを非負の実数, rを 0 < r < 1を満たす実数とし,関数 f(x)を

f(x) = xrx

と定義する.このとき,以下の問に答えよ.

(1) f(x)の導関数
df

dx
および第 2次導関数

d2f

dx2
を求めよ.

(2) f(x)の増減表を書き,関数 y = f(x)のグラフの概形を描け.

(3) nを正の整数とし,数列 {an}の一般項を an = f(n − 1)により定義する.このとき,初項から第

n項までの和を求めよ.

(東北大 2010) 　　 (m20100501)

0.61 xy平面上の点 P の座標が実数 tの関数として次の式で与えられる.
x(t) = − t

π
cos t

y(t) = sin t

ここで, 0 ≦ t ≦
3

2
πの範囲で点 P の描く曲線を C とする.このとき,以下の問に答えよ.

(1) t =
m

2
π（ただしm = 0, 1, 2, 3）における点 P の座標,およびそれらの点における曲線 C の接線

の傾きを求めよ.さらに,曲線 C の概形を描け.

(2) 不定積分
∫

t sin2 t dtを求めよ.

(3) 曲線 C と x軸 (x ≧ 0)および y軸 (y ≧ 0)によって囲まれる領域の面積を求めよ.

(東北大 2010) 　　 (m20100502)

0.62 行列 Aを次のように定義する.

A =

 3 −1 1

−3 0 0

1 4 0


このとき,以下の問に答えよ.
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(1) Aの固有値および固有ベクトルを求めよ.ただし,固有ベクトルの大きさは任意でよい.

(2) A5 − 13A3 を計算せよ.

(3) P−1AP が対角行列となるような行列 P を 1つ求めよ.また,その逆行列 P−1 を求めよ.

(4) An を求めよ.ただし, nは自然数とする.

(東北大 2010) 　　 (m20100503)

0.63 実数 tの関数 f(t)のラプラス変換を

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t) dt

と定義する.ここで, sは Re(s) > 0を満たす複素数である.

関数 f(t)に関する次の微分方程式を,初期条件 f(0) = f ′(0) = 0のもとで, ラプラス変換を用いて解

きたい.以下の問に答えよ.

tf ′′(t) + (3t− 1)f ′(t) + (2t− 3)f(t) = 0

(1) f ′(t) , f ′′(t)のラプラス変換を,それぞれ F (s)を用いて表せ.

(2) tf(t) , tf ′(t) , tf ′′(t)のラプラス変換を,それぞれ F (s)を用いて表せ.

(3) F (s)に関する次の微分方程式が次のように与えられることを示せ.

(s+ 1)
dF (s)

ds
+ 3F (s) = 0

(4) F (s)に関する次の微分方程式を解いて, f(t)を求めよ.

(東北大 2010) 　　 (m20100504)

0.64 xyz 空間に, 点 P (0, 0, 5)を通る直線 ℓと, 点 Q(0, 4, 2)を中心とする半径 r（ただし r > 0）の球面

S がある. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 球面 S と接する直線 ℓが存在するための rの範囲を求めよ.

(2) r = 1とし, 点 P に点光源を置いたとき, xy平面上にできる球面 S の影を領域 Rとする, 領域

Rを表す不等式を求めよ.

(3) 領域 Rの面積を求めよ.

(東北大 2011) 　　 (m20110501)

0.65 xを実数とし,　関数 f(x)を

f(x) = e−x cosx

と定義する. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 関数 f(x)の第 n次導関数を
dnf

dxn
とするとき,

dnf

dxn
=
(
−
√
2
)n

e−x cos
(
x− nπ

4

)
であることを数学的帰納法を用いて証明せよ.

(2) 関数 y = f(x)の区間 0 ≦ x ≦ 2π における増減, 極値, グラフの凹凸, 変曲点を調べ, 増減表

を書き, グラフの概略を描け.

(3) 曲線 y = f(x)
(
区間 0 ≦ x ≦

π

2

)
と x軸および y 軸で囲まれた図形を, x軸のまわりに１回転

してできる回転体の体積 V を求めよ.
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(東北大 2011) 　　 (m20110502)

0.66 R3 を実数を成分とする３次元ベクトルよりなる実ベクトル空間,

A =

 0 1 0

0 0 1

2 1 1


とする.

(1) Aの固有値と固有ベクトルをすべて求めよ.

(2) v ∈ R3 に対し,

(
1

2
A

)n

v (n = 1, 2, 3, · · · )が n −→ ∞で収束するとき, その極限を

lim
n→∞

(
1

2
A

)n

v =

 x∞

y∞

z∞


とあらわす. この極限が存在し 0でないとき, 成分の比 x∞ : y∞ : z∞ を求めよ.

(東北大 2011) 　　 (m20110503)

0.67 R4 における４つのベクトル a =


2

1

1

−1

 , b =


0

1

1

1

 , c =


4

1

0

2

 , d =


2

3

3

−1

 について,

以下の問いに答えよ.

(1) {a, b, c,d}は R4 の基底となることを示せ.

(2) ベクトル g =


−1

2

3

0

 を基底 {a, b, c,d}の一次結合で表せ.

(東北大 2011) 　　 (m20110504)

0.68 n ≥ 5とし, n次以下の実多項式 f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0のなす線形空間をW とし

V = {f(x) ∈ W | f ′(1) = f ′′(1) = 0}

とおく（ V はW の部分空間である ）. V の基底および次元を求めよ.

(東北大 2011) 　　 (m20110505)

0.69 無限級数
∞∑

n=2

1

n log n

が収束するかどうか判定せよ.

(東北大 2011) 　　 (m20110506)

0.70 重積分

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2e−x2−y2

dxdy

の値を求めよ.

(東北大 2011) 　　 (m20110507)
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0.71 数列 {an} (n = 1, 2, 3, · · · )について, 以下の問いに答えよ.

(1) an+2 + pan+1 + qan = 0とする. このとき. bn = an+1 − αanによって定められる数列 {bn}が
公比 β の等比数列となるような αと β をすべて求めよ.

(2) (n+ 2)an+2 − 2(n+ 1)an+1 cos θ + nan = 0であるとき, a1 と a2 を用いて an (n ≧ 3)を表せ,

ただし, 0 < θ <
π

2
とする.

(3) a1 = 1, a2 = i (ただし i =
√
−1) とし, 複素平面上で原点を O, 複素数 an を表す点を An とす

る. an が (2)の式で表されるとき, 三角形 OAnAn+1 (n ≧ 3) の面積を求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120501)

0.72 ３次の対称行列Aおよび３次元ベクトルm =

 x

y

z

 を用いて表される２次形式
f(m) = tmAm = 5x2 + 2y2 + 5z2 + 4xy + 4yz + 8xz

を考える. ここで, 左上付き添字 tは転置を表す. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) Aを求めよ.

(2) (1)で求めたAの固有値を求めよ. また, 各固有値の重複度を答えよ.

(3) P−1AP が対角行列となるような直交行列 P を１つ求めよ. また, この P を用いてAを対角

化せよ.

(4) ３次元ベクトル n =

 u

v

w

 を考える. (3)で求めた P を用いて変数変換m = Pnを行い,

f(m)の標準形を求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120502)

0.73 点 P (0,−1)を通る直線と曲線 C : y = −x2 + 2xが２点 Q, Rで交わるとき, 以下の問いに答えよ.

ただし, 点 Qの x座標を aとして, 0 < a < 2とする.

(1) 点 Q, Rそれぞれにおける曲線 C の接線 ℓQ , ℓR の方程式を求めよ.

(2) (1)で求めた接線 ℓQ , ℓR の交点の軌跡を求めよ.

(3) (2)の交点が第１象限にあるとき, y軸, 曲線 C, 接線 ℓQおよび (2)で求めた軌跡で囲まれた領

域を図示し, この図形を x軸の周りに１回転してできる立体の体積を求める積分の式を示せ.

(東北大 2012) 　　 (m20120503)

0.74 実数 tの関数 f(t)のラプラス変換を

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt

と定義する. ここで, sは Re(s) > 1を満たす複素数である.

　以下の問いに答えよ. ただし, 関数 f(t)は f(0) = 0を満たすとする.

(1) f ′(t), e−tf ′(t)のラプラス変換を, それぞれ s, F (s)を用いて表せ.

(2)

∫ t

0

e−τf ′(τ) dτ , et
∫ t

0

e−τf ′(τ) dτ のラプラス変換を, それぞれ s, F (s)を用いて表せ.
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(3) 次の微分積分方程式

f ′(t) + et
∫ t

0

e−τf ′(τ) dτ = et

をラプラス変換により, sと F (s)を用いて表せ.

(4) (3)の微分積分方程式の解 f(t)を求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120504)

0.75 Rは実数全体のなす集合を表す. RN はN 次元実ベクトル全体のなす集合を表す.

R4の３つのベクトルを a =


1

−2

1

4

 , b =


3

1

2

0

 , c =


4

−1

3

2

 で定め, これらを列にもつ行列

A = (a, b, c) =


1 3 4

−2 1 −1

1 2 3

4 0 2


を考える. 以下の問に答えよ.

(1) a, b, cが一次独立であることを示せ.

(2) Aによって定まる線形写像の像を Im(A)とする. つまり　

Im(A) =

A

 α

β

γ


∣∣∣∣∣∣∣ α, β, γ ∈ R

 である. R4 のベクトル


p

q

r

s

 が Im(A)の元であると

き, pを q, r, sで表せ.

(3) x =


x

y

z

w

 , x′ =


x′

y′

z′

w′

 ∈ R4 の内積を

(x,x′) = xx′ + yy′ + zz′ + ww′

とする.

x ∈ R4が (x,a) = (x, b) = (x, c) = 0をみたし, ４次行列 Ã = (a, b, c,x) の行列式が 1である

とき xを求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120505)

0.76 Rは実数全体のなす集合を表す. RN はN 次元実ベクトル全体のなす集合を表す.

以下の問いに答えよ.

(1) RN のベクトル v1, · · · , vm が一次従属であるとする. このときある vi は vj (ただし, j ̸= i )の

一次結合であることを示せ.

(2) V,W はRN の部分空間で V ⊂ W をみたすとする. V の任意の基底 {v1, · · · , vn}に対し, それ

をふくむW の基底が存在することを示せ.

(東北大 2012) 　　 (m20120506)

0.77 実変数 x, yの関数 f(x, y) = x3 − y2 について以下の問に答えよ.
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(1) (x, y)が実平面全体をうごくとき, f(x, y)の臨界点
(
∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0となる点

)
をすべて求めよ.

(2) 各臨界点について, それが f の極値を与えるか調べよ.

(3) 点 (x, y)が円 x2 + y2 = 1の上をうごくとき, 関数 f(x, y)の最大，最小とそのときの x, yの値

を求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120507)

0.78 数列

an =
−n2 + 3n− 1

n2 + 1
(ただし n = 1, 2, · · · )

について, その最大値, 最小値および lim
n→∞

an を求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120508)

0.79 zを正の実数とする. 実変数の関数 f(x)に対し, 広義積分
∫ ∞

0

e−xzf(x)dxが存在するとき, これを

I[f ](z)と書くことにする.

(1) f が区間 [0,∞)で連続かつ有界であれば, I[f ](z)が存在することを示せ.

(2) aを実数とする. I[sin ax](z), I[cos ax](z)をそれぞれ求めよ.

(東北大 2012) 　　 (m20120509)

0.80 xを正の実数とし, 関数 f(x)を次のように自然対数を用いて定義する.

f(x) =
log x

x2

このとき, 以下の問に答えよ.

(1) f(x)の導関数
df

dx
および第 2次導関数

d2f

dx2
を求めよ.

(2) f(x)の増減表を書き, 関数 y = f(x)のグラフの概形を描け.

(3) y = f(x), y = 0, x = bのそれぞれによって囲まれた図形の面積 Sを求めよ. ただし, bは b > 1

を満たす実数とする.

(東北大 2013) 　　 (m20130501)

0.81 xy平面上の点 P の座標が実数 tの関数として次の式で与えられる.{
x(t) = sin t

y(t) = sin 2t

ここで, 0 ≦ t ≦
π

2
の範囲で点 P の描く曲線を C とする.

このとき, 以下の問に答えよ.

(1) t =
π

3
における点 P の座標, およびその点における曲線 C の接線の傾きを求めよ.

(2) 曲線 C と x軸によって囲まれる領域の面積 S を求めよ.

(3) 曲線 C が x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ.

(東北大 2013) 　　 (m20130502)

0.82 行列 Aと行列 B を次のように定義する.

A =

 3 −2 2

1 0 2

1 −2 4

 , B =

 1 3 1

0 5 4

2 1 2


このとき, 以下の問に答えよ.
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(1) AB を求めよ.

(2) 行列式 |A|を求めよ.

(3) 逆行列 A−1 を求めよ.

(4) Aの固有値を求めよ.

(東北大 2013) 　　 (m20130503)

0.83 関数 f(x)を, 以下のように定義する.

f(x) =
−ax2 − (a− 1)

x2 + 1
(a ̸= 0)

以下の問いに答えよ. ただし, y = f(x)は x軸と 2つの交点 Aおよび B をもつものとする.

(1) y = f(x)が x軸と 2つの交点をもつ aの条件を示し, 交点 A, B の x座標 xA , xB (ただし

xA > xB)求めよ.

(2) y = f(x)の増減表を示し, y = f(x)のグラフの概形を描け.

(3) 交点 A,B における接線の方程式を求め, その接線 2本の交点の座標を求めよ.

(4) y = f(x)と x軸上の線分 ABにより囲まれる領域の面積 S1と, (3)で求めた 2本の接線と x軸

上の線分 AB により囲まれる領域の面積 S2 を求め, S1 と S2 の大小関係を示せ.

(東北大 2014) 　　 (m20140501)

0.84 3次の対称行列 Aおよび 3次元ベクトル uを, 次のように定義する.

A =

 9 −3 0

−3 12 −3

0 −3 9

 , u =

 x

y

z


以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値および固有ベクトルをすべて求めよ.

(2) f(x, y, z) = tuAuと定める (ここで, 左上付き添字 tは転置を表す). f(x, y, z)を x, yおよび z

の多項式で表せ.

(3) 原点を通りAの固有ベクトルに平行な直線と, 2次曲面 f(x, y, z) = 18との交点をすべて求めよ.

(東北大 2014) 　　 (m20140502)

0.85 以下の問いに答えよ.

(1) 次の条件を満たす数列 {an}を求めよ.

a1 = 3, a2 = 7, an+2 = an+1 + 2an (n = 1, 2, 3 · · · )

(2) 次の条件を満たす数列 {bn}の極限を求めよ.

b1 = 0, bn+1 =
√
bn + 2 (n = 1, 2, 3 · · · )

(3) 次の条件を満たす c2, c3 および c4 を求め, 数列 {cn}を推定せよ. また, その推定が正しいこ

とを, 数学的帰納法によって証明せよ.

c1 = 2, cn+1 =
cn

1 + cn
(n = 1, 2, 3 · · · )

(東北大 2014) 　　 (m20140503)
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0.86 eix = cosx+ i sinxの関係を用いて, 以下の関係が成り立つことを示せ. ただし,　 i =
√
−1である.

(1) sin 2θ = 2 sin θ sin θ

(2) cos 2θ = 1− 2 sin2 θ

(東北大 2015)　　 (m20150501)

0.87
2x

π
≦ sinx ≦ x

(
0 ≦ x ≦

π

2

)
が成り立つことを示せ.

(東北大 2015)　　 (m20150502)

0.88 x = a cos3 t, y = a sin3 t (0 ≦ t ≦ 2π) で表される xy平面上の曲線について, 以下の問に答えよ.

ただし, aは正の実数とする.

(1)
dy

dx
を tの関数として示せ.

(2) この曲線の概形を描き, 曲線の全長を求めよ.

(3) この曲線が囲む面積を求めよ.

(東北大 2015)　　 (m20150503)

0.89 xyz 空間の曲面 f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0について, 以下の問に答えよ. ただし, a, b, cは

正の実数とする.

(1) 曲面 f(x, y, z) = 0が囲む体積 V を求めよ.

(2) 点 P (1, 2, 3)が曲面 f(x, y, z) = 0上の点となるとき, a, b, cが満たす式を求めよ.

(3) 曲面 f(x, y, z) = 0上の点 P (1, 2, 3)における接平面 πP および法線 nP の式を求めよ.

(4) (2)の条件下で, (1)の体積 V が最小となる a, b, cの値を求めよ.

(東北大 2015)　　 (m20150504)

0.90 xを実数とする. n × n正方行列であるAn(x)とBn を以下のように与える.

An(x) =



−x 1 0 . . . 0

1 −x 1
. . .

...

0 1 −x
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 1 −x


Bn = An(0) =



0 1 0 . . . 0

1 0 1
. . .

...

0 1 0
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 1 0


すなわち, An(x)は対角要素がすべて−x, その両側の斜めの要素が 1, それ以外の要素がすべて 0の

3重対角行列である. Bn はAn(x)において x = 0としたときの行列である.

(1) B2 の固有値をすべて求めよ.

(2) B3 の固有値をすべて求めよ.

(3) Bn の固有値のひとつを λとする. この λは |An(λ)| = 0を満たすことを示せ.

(4) λがBnの固有値であるとき, |An(λ)|は漸化式 |An(λ)| = −λ|An−1(λ)| − |An−2(λ)|を満たす

ことを示せ. ただし, |A0(λ)| = 1, |A1(λ)| = −λとする.

(5) λ = −2 cos θ, |An(λ)| =
sin[ (n+ 1)θ ]

sin θ
とおくとき, これらが (4)の漸化式を満たすことを示せ.

ただし, sin θ ̸= 0である.
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(6)
sin[ (n+ 1)θ ]

sin θ
= 0を満たす θ を求めよ. これを使って, Bn の固有値 λ = −2 cos θ を求めよ.

また, 求めた固有値は, n = 2, n = 3の場合, それぞれ (1)および (2)で求めた固有値と一致す

ることを示せ.

(東北大 2015)　　 (m20150505)

0.91 3次実対称行列 A =

 −2 −1 1

−1 −2 −1

1 −1 −2

 に対して, 以下の問いに答えよ.

(1) Aのすべての固有値を求めよ.

(2) (1)で求めた固有値のそれぞれに対して, 固有空間の次元を求めよ.

(3) 3次直交行列 P で, tPAP が対角行列となるものを一つ求めよ. ただし, tP で P の転置行列

を表す.

(東北大 2015)　　 (m20150506)

0.92 aは負, bは正の定数とする. 3次実正方行列 Aを

A =

 1 −2 4

1 a a2

1 b b2


と定める. 以下の問いに答えよ.

(1) 行列 Aの階数が 2であるための必要十分条件を求めよ.

(2) Aが正則行列のとき, Aの逆行列 A−1 を求めよ.

(東北大 2015)　　 (m20150507)

0.93 an ≥ 0 (n = 1, 2, 3, · · · )とするとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 級数
∞∑

n=1

an が収束するならば, 級数
∞∑

n=1

an
2 も収束することを示せ. また, 逆が成り立たない

ことを示す例を一つあげよ（証明不要）.

(2) 級数
∞∑

n=1

anが収束し, an ̸= 1 (n = 1, 2, 3, · · · )であるとする. このとき, 級数
∞∑

n=1

an
1− an

は収

束することを示せ.

(3) 級数
∞∑

n=1

an が収束するならば, 級数
∞∑

n=1

√
an
n
も収束することを示せ.

(東北大 2015)　　 (m20150508)

0.94 関数 f : R → Rを f(x) =

 x4 sin
1

x
(x ̸= 0のとき)

0 (x = 0のとき)
と定める.

(1) f は x = 0で連続であることを証明せよ.

(2) f は x = 0で何回微分可能か.

(東北大 2015)　　 (m20150509)
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0.95 (x, y)座標平面において, 4本の直線

y = x, y = x− 1, y = −x+ 1, y = −x+ 3

で囲まれた閉領域Dを考える. このとき, 重積分∫∫
D

x− y

x+ y
dxdy

を, 変数変換 u = x+ y, v = x− yを用いて求めよ.

(東北大 2015)　　 (m20150510)

0.96 a, b, cを正の実数とするとき, 以下の問いに答えよ. ただし, a ̸= 1, c ̸= 1とする.

(1) loga b =
logc b

logc a
が成り立つことを示せ.

(2) 方程式 loga x = 2xの実数解が 1つだけになるための aの条件を求めよ.

(東北大 2016)　　 (m20160501)

0.97 領域D =
{
(x, y)

∣∣∣ x2 + y2≦ 1,
√
2x2≦ y

}
について, 以下の問いに答えよ.

(1) 領域Dの面積 S を求めよ.

(2) 領域Dの重心の座標を求めよ. ここで, 領域Dの重心の座標 (x, y)は以下の式で表される.

(x, y) =

(
1

S

∫∫
D

xdxdy ,
1

S

∫∫
D

ydxdy

)
S :領域Dの面積

(東北大 2016)　　 (m20160502)

0.98 (1) 次の条件を満たす数列 {an}を求めよ. ただし, Sn =

n∑
k=1

ak とする.

a1 = 1, an+1 = −an + Sn (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) 次の数列が収束するとき, 実数 xの範囲と数列の極限を求めよ.

(2x− 1)n

3n
(n = 1, 2, 3, · · · )

(3) ロピタルの定理を用いて, 以下の極限を求めよ.

lim
x→0

(
sinx

x

) 1

1− cosx

(東北大 2016)　　 (m20160503)

0.99 次の対称行列Aおよびベクトル rについて以下の問に答えよ.

A =

[
6 −2

−2 6

]
, r =

[
2
√
3

2

]

(1) 行列 Aの固有値および固有ベクトルをすべて求めよ. ただし, 固有ベクトルの大きさを 1と

する.

(2) ベクトル rを回転行列Rによって角度 θ回転させたものをベクトル sとする. θ = 30°とした

場合の回転行列Rとベクトル sを求めよ. ただし, θは反時計回りを正とする.

22



(3) 基本ベクトル e1 = [ 1, 0 ]t, e2 = [ 0, 1 ]tを行列Rによってそれぞれ原点に対して反時計回りに

角度 θ = 30°回転させたベクトルを e′1, e
′
2とする. (2)で求めたベクトル sを (e′1 e′2)座標系に

より表記したベクトル s′ を求めよ. さらに s′ = Qsとなる変換行列Qを求めよ.

(東北大 2016)　　 (m20160504)

0.100 V を実ベクトル空間とするとき, 以下の問いに答えよ.

(1) n個の元 a1, a2, · · · , an ∈ V の中に同じものがあれば, a1, a2, · · · , an は一次従属であるこ

とを示せ.

(2) n個の元の組 b1, b2, · · · , bn ∈ V は一次独立とし, C = (cij)ij を n次実正方行列,

ai =

n∑
j=1

cijbj (i = 1, 2, · · · , n) とおく. a1, a2, · · · , anが一次独立であることの必要十分条件

は C が正則行列であることを示せ.

(東北大 2016)　　 (m20160505)

0.101 (1) 実正方行列が直交行列であることの定義を述べよ.

(2) 2次の直交行列は(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
または

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
　 (θ :実数)

の形であることを示せ.

(3) Aを n次直交行列とする. 2つのベクトル v, w ∈ Rn に対して, Av と Awの間の距離は, v

とwの間の距離に等しいことを示せ. ただし, 距離はユークリット空間における標準的な距離

とする.

(東北大 2016)　　 (m20160506)

0.102 (1) D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0
}
に対して重積分

∫∫
D

xy2dxdyの値を求めよ.

(2) V =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ 0 ≤ y ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2 + 1
}
の体積を求めよ.

(東北大 2016)　　 (m20160507)

0.103 実数列
{
an
}∞
n=1
に対して, 以下の問いに答えよ.

(1) 級数
∞∑

n=1

an が収束するとき,
{
an
}∞
n=1
は 0に収束することを示せ.

(2) 級数
∞∑

n=1

an が収束するとき,
{
an
}∞
n=1
のある部分列

{
an(k)

}∞
k=1
　が存在して, an(k) <

1

n(k)

が成り立つことを示せ.

(3) (2)において, 「 an(k) <
1

n(k)
」を「

∣∣an(k)∣∣ < 1

n(k)
」と置き換えても主張は成り立つか,

もし成り立つならばそれを証明し, 成り立たない場合は反例をあげよ.

(東北大 2016)　　 (m20160508)

0.104 関数 f : R → Rが以下の条件 (i),(ii)を満たすとする.

(i) f(0) = 0 (ii)
∣∣x− y

∣∣ ≤ 1ならば
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ ≤ 1が成り立つ.

以下の問いに答えよ.

(1)
∣∣f(1)∣∣ ≤ 1を示せ. (2)

∣∣f(1.5)∣∣ ≤ 2を示せ.
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(3) すべての x ∈ Rに対して　
∣∣f(x)∣∣ ≤ |x|+ 1　が成り立つことを示せ.

(東北大 2016)　　 (m20160509)

0.105 実数 xを含む次の行列Aについて以下の問いに答えよ.

A =

 x −x− 1 0

x− 1 −x 0

1− x x+ 1 1


(1) 行列Aの固有値をすべて求めよ.

(2) A2 と逆行列A−1 を求めよ.

(3) 行列B を次式で定義する. nが 3以上の整数であるとき, B を nと xを用いて表せ.

B = An + nAn−1 −An−2 (n = 3, 4, 5, · · · )

(東北大 2017)　　 (m20170501)

0.106 xyz空間の曲面 S : (x+ 2)2 + (y + 1)2 = 4zおよび平面 P : z = a(x+ y + 2)について, 以下の問に

答えよ. ただし, aは正の実数とする.

(1) 平面 y = −1と曲面 S の交線の方程式を求め, 図示せよ.

(2) 曲面 Sと平面 P の交線C を考える. a = 1のとき, C を xy平面に投影した曲線の方程式を求

めよ.

(3) 曲面 S と平面 P が一点で接するときの aの値と接点の座標を求めよ.

(4) a = 1のとき, 曲面 S と平面 P が囲む領域の体積を求めよ.

(東北大 2017)　　 (m20170502)

0.107 (1) 次の条件を満たす数列 {an}の一般項を求めよ.

a1 = 1, a2 = 3, an+2 − 3an+1 + 2an = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) 次の条件を満たす数列 {bn}について, 以下の問に答えよ.

bn+2 = |bn+1 − bn| (n = 1, 2, 3, · · · )

ただし, b1 と b2 は正の整数とする.

(a) b1 = 21, b2 = 27のとき, b3, b4, b5, b6 を求めよ.

(b) b1と b2が正の整数 dの倍数であるとき, bnも dの倍数であることを数学帰納法により証明

せよ.

(3) 次の条件を満たす数列 {cn}について, 以下の問に答えよ.

−1 < c1 < 0, cn+1 =
2

1− cn
− 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(a) c1 = −1/2のとき, c2 を求めよ.

(b) −1 < cn < 0となることを数学帰納法により証明せよ.

(c) 数列 {cn}が単調減少列となることを示し, さらに数列 {cn}の n → ∞の極限を求めよ.

(東北大 2017)　　 (m20170503)

0.108 3次実正方行列 A =

 2 1 1

1 −1 2

1 1 0

 に対して, 以下の問いに答えよ.
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(1) Aの固有値と各固有値に対する固有ベクトルを求めよ.

(2) x, y, zの連立方程式

A

 x

y

z

 =

 1

1

1


は解を持つか, その理由も答えよ.

(東北大 2017)　　 (m20170504)

0.109 実数を成分とする 4次元列ベクトル全体のなす実ベクトル空間を R4 で表す. R4 のベクトル

a1 =


1

0

3

2

 , a2 =


2

2

0

1

 , a3 =


3

4

−2

0

 , a4 =


4

2

5

5


を考える. a1 と a2 が生成する部分空間をW1 とし, a3 と a4 が生成する部分空間をW2 とする. 以

下の問いに答えよ.

(1) W1 およびW2 の次元を求めよ.

(2) W1 ∩W2 の次元を求めよ.

(3) W1 ∩W2 の基底を求めよ.

(東北大 2017)　　 (m20170505)

0.110 R2 上で定義された 2変数関数

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

について, 以下の問いに答えよ.

(1) f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で連続であることを示せ.

(2) D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 0 ≤ x2 + y2 ≤ 3かつ y ≥ 0
}
とするとき, 積分

∫
D

f(x, y)dxdy の値を求

めよ.

(東北大 2017)　　 (m20170506)

0.111 0 ≤ t < 1とする. 各 tについて, 次の関数の極大値をとる点と極小値をとる点を求めよ. 極値を求

める必要はないが, 極大か極小であるかは明記すること.

f(x, y) =
(
x2 + y2 − 1

)
(x− t)

(
(x, y) ∈ R2

)
(東北大 2017)　　 (m20170507)

0.112 (1) 0以上の整数 nに対して,∫ 1

0

1− (−1)n+1x2(n+1)

1 + x2
dx = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ (−1)n

1

2n+ 1

を示せ.

(2) 無限級数
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
が収束することを示し, その極限を求めよ.

(東北大 2017)　　 (m20170508)
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0.113 オイラーの公式 eiθ = cos θ+ i sin θを用いて, 次の関係が成り立つことを示せ. ただし, i =
√
−1で

ある.

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

(東北大 2018)　　 (m20180501)

0.114 関数 f(x)を, 以下のように定義する. 次の問いに答えよ.

f(x) = e2x(cos2 x− sin2 x) (0 ≦ x ≦ π)

(1) f(x) = 0となる xを求めよ.

(2) 関数 f(x)の極値を求めよ. また, この関数の増減表を示せ.

(3) kを実数とする. f(x) = kの実数解の個数を求めよ.

(東北大 2018)　　 (m20180502)

0.115 xyz空間における点 P の座標が実数 tの関数として次の式で与えられる.
x(t) = a cos t

y(t) = sin t

z(t) = −a sin t

ここで, aは正の実数である. 0 ≦ t ≦ 2πの範囲で点 P の描く曲線を C とする. 以下の問に答えよ.

(1) t =
π

2
と t = πのそれぞれに対し, 点 P の座標とその点における曲線 C の接線方向を表すベク

トルを求めよ.

(2) 曲線 C 上の任意の点 P における接線の方程式を求めよ.

(3) 曲線 C が平面上の曲線であることを示し, その平面の方程式と単位法線ベクトルを求めよ.

(4) 曲線 C が xz平面に投影した曲線で囲まれる領域Dの面積を求めよ.

(東北大 2018)　　 (m20180503)

0.116 次の行列Aの逆行列A−1 を求めよ.

A =

 2 0 1

7 2 9

6 1 5


(東北大 2018)　　 (m20180504)

0.117 次の行列B の行列式 |B|を求めよ.

B =


3 9 −4 −8

5 −7 −6 9

0 −2 0 3

0 −1 0 2


(東北大 2018)　　 (m20180505)

0.118 次の行列C について, 以下の問に答えよ.

C =

(
11 −2

−2 14

)
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(1) 行列 C の固有値および固有ベクトルをすべて求めよ. ただし, 固有ベクトルの大きさを 1と

する.

(2) P tCP が対角行列となるような直交行列 P を求め, P tCP を計算せよ. ただし, P tは行列 P

の転置行列を表す.

(東北大 2018)　　 (m20180506)

0.119 標準的内積をもつ 6次元実ベクトル空間R6の標準基底を {e1, · · · , e6}とし, v1 = e1+e2+e3+e5,

v2 = e2 + e4 + e6 とおく.

(1) ベクトル v1と v2に直交する R6のベクトル全体をW とおくとき, W は部分ベクトル空間であ

ることを示せ.

(2) W の基底を 1つ与えて, それが基底であることを示せ.

(3) W の直交補空間W⊥ の正規直交基底を求めよ.

(東北大 2018)　　 (m20180507)

0.120 (1) n次正方行列 A, B を用いて 2n次正方行列 C を

C =

(
A B

B A

)
で定めるとき, 等式

detC = det(A+B)× det(A−B)

が成り立つことを示せ. ただし, detC は C の行列式を表す.

(2) 4次正方行列

D =


0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 1

1 2 1 0


のすべての固有値を求め, それぞれの固有値に対応する固有空間の基底を求めよ.

(東北大 2018)　　 (m20180508)

0.121 {an}∞n=1 を実数列とするとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 級数
∞∑

n=1

an が収束するならば, lim
n→∞

an = 0であることを示せ.

(2) 任意の nに対し an ≥ 0であるとする. 級数
∞∑

n=1

an が発散するならば, 級数

∞∑
n=1

an
1 + an

も発散することを示せ.

(東北大 2018)　　 (m20180509)

0.122 R2 上の 2変数関数 f(x, y)を

f(x, y) =


sin(xy)√
x2 + y2

((x, y) ̸= (0, 0)のとき)

0 ((x, y) = (0, 0)のとき)

と定める. 以下の問いに答えよ.
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(1) f(x, y)は (x, y) = (0, 0)において連続であることを示せ.

(2) f(x, y)は (x, y) = (0, 0)において全微分可能であるか, 理由とともに答えよ.

なお, R2 内の点 (a, b)の近傍で定義された実数値関数 g(x, y)が (x, y) = (a, b)において全微分

可能であるとは, ある定数 α, β が存在して

lim
(h,k)→(0,0)

g(a+ h, b+ k)− g(a, b)− (αh+ βk)√
h2 + k2

= 0

が成り立つことをいう.

(東北大 2018)　　 (m20180510)

0.123 R内の閉区間 [0, 1]上の連続関数 f(x)は
∫ 1

0

f(x)dx = 1をみたすとする. 正の整数 nに対し

bn =

∫ 1

0

f(x) cos
x√
n
dx

とおくとき,

(∗) lim
n→∞

(bn)
n = exp

(
−1

2

∫ 1

0

x2f(x)dx

)
が成り立つことを以下の設問に沿って証明せよ.

(1) 任意の x ≥ 0に対し

0 ≤ cosx− 1 +
x2

2
≤ x3

6

が成り立つことを示せ.

(2) 任意の nに対し ∣∣∣∣bn − 1 +
1

2n

∫ 1

0

x2f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

6n
√
n

∫ 1

0

x3 |f(x)| dx

が成り立つことを示せ.

(3) 任意の実数 α, β に対し

lim
n→∞

(
1 +

α

n
+

β

n
√
n

)n

= eα

が成り立つことを示せ.

(4) (2)および (3)の結果を利用して (∗)を結論せよ.

(東北大 2018)　　 (m20180511)

0.124 xy平面上の点 P の座標 (x, y)が, 実数 tを媒介変数として次の式で与えられる.{
x(t) = (1 + cos t) cos t

y(t) = (1 + cos t) sin t

ここで, 0 ≦ t ≦ πの範囲で点 P の描く曲線を C とする. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) x(t)および y(t)の増減表を作成し, 曲線 C の概形を図示せよ.

(2) 曲線 C の長さを求めよ.

(3) 曲線 C と直線 y = −1

2
x+ 1によって囲まれる領域の面積 A を求めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190501)

0.125 xyz空間に原点Oを中心とする半径 1の球面 S1, 点 P (2, 0, a)を中心とする半径 rの球面 S2がある.

以下の問に答えよ. ただし, a, rはそれぞれ実数であり, r > 0とする.
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(1) S1 と S2 が交線をもつ rの範囲を aを用いて表せ.

(2) S1 と S2 が交線をもつとき, 交線を含む平面の方程式を求めよ.

(3) a = 0, r =
√
3のとき, S1 と S2 の交線を C とする. 交線 C の方程式を求めよ.

(4) 点 Q(0, 0,
√
2)と (3)で求めた交線 C 上の点 Rを通る直線が xy 平面と交差する点を T とする.

点 Rが交線 C 上を動くとき, 点 T の軌跡の方程式を求めよ;

(東北大 2019)　　 (m20190502)

0.126 次の行列Aについて, 以下の問に答えよ.

A =

(
1 2

3 −4

)
(1) 行列Aの固有値をすべて求めよ.

(2) P−1AP が対角行列となるような正則行列P を求め, P−1AP を計算せよ. ただし, P−1はP

の逆行列を表す.

(3) nが 1以上の整数であるとき, nを用いてAn を表せ.

(東北大 2019)　　 (m20190503)

0.127 次の行列B について, 以下の問に答えよ.

B =

 5 2 0

0 5 2

0 0 5


(1) B2 とB3 を求めよ.

(2) nが 1以上の整数であるとき, nを用いてBn を表せ.

(東北大 2019)　　 (m20190504)

0.128 tを実数とする. 3 × 4行列 Aを次で定義する.　 A =

 1 −1 −6 t

−2 5 6 −5

2 −3 −10 3


(1) Aの階数 rank(A)を求めよ.

(2) 4次元実縦ベクトル空間 R4 の部分空間

W =

x =


a

b

c

d


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, dは実数で Ax =

 0

0

0




の次元を求めよ. また, W の基底を一組求めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190505)

0.129 実数列 {an} = {an}∞n=1 全体のなす集合 V は, 任意の二つの実数列 {an}, {bn} ∈ V と任意の実数 s

に対して, 和 {an}+ {bn} ∈ V とスカラー倍 s{an} ∈ V を

{an}+ {bn} = {an + bn}, s{an} = {san}

と定義することにより, 実ベクトル空間となる. V の元 {an}で, 漸化式

an+4 = 4an+3 + 3an+2 + 2an+1 + an (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たすもの全体のなす, V の部分集合をW とする. 以下の問いに答えよ.
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(1) W は V の部分空間であることを示せ.

(2) {an}をW の元とするとき a5, a6 を a1, a2, a3, a4 を用いて書き表せ.

(3) i = 1, 2, 3, 4に対して, 実数列 {e(i)n } = {e(i)n }∞n=1 は,

e(i)n =

{
1 (n = iのとき),

0 (n = 1, 2, 3, 4, n ̸= iのとき)

を満たす唯一つのW の元とする. このとき, {e(1)n }, {e(2)n }, {e(3)n }, {e(4)n } はW の基底である

ことを示せ.

(4) 線形写像 T : W → W を,

T ({an}) = {bn} ただし bn = an+1 (n = 1, 2, · · · )

で定める. このとき, 設問 (3)の基底に関する T の表現行列を求めよ. また, その行列式を求

めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190506)

0.130 次の正方行列 Aを

A =

 4 −1 −2

−1 4 −2

−2 −2 5


で定める. 以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aの固有値それぞれに対して, その固有空間の基底を求めよ.

(3) 実 3変数 x, y, zの関数 f(x, y, z)を次で定義する.

f(x, y, z) = 4x2 + 4y2 + 5z2 − 2xy − 4yz − 4zx

このとき f(x, y, z)の, 条件

x2 + y2 + z2 − 1 = x+ y + z = 0

のもとでの最大値と最小値を求めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190507)

0.131 (1) 級数
∞∑

n=1

1

n
は収束しないことを示せ.

(2) 級数
∞∑

n=1

(
1

n
− sin

(
1

n

))
は収束することを示せ.

(東北大 2019)　　 (m20190508)

0.132 不定積分　
∫

x3 − 3x+ 1

(x− 1)2(x+ 2)
dx　を求めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190509)

0.133 重積分 ∫∫
D

(3x2 + y2)dxdy
(
D =

{
(x, y)

∣∣ x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x
})

の値を求めよ.

(東北大 2019)　　 (m20190510)
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0.134 点 Oを原点とする xyz空間に 3点 A(2, 1, k), B(0, 2, 0), C(2, 0, 0)がある. ただし, kは正の実数で

ある. 線分 BC, OC の中点をそれぞれ D, E とする.
−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とするとき, 以

下の問いに答えよ.

(1)
−−→
AD,

−→
AE を a⃗, b⃗, c⃗を用いてそれぞれ表せ.

(2) ∠DAE = 30°となるときの kを求めよ.

(3) k = 1のとき, 原点から点A, B, C を通る平面におろした垂線を ℓ1とし, 平面との交点をH と

する.

(a)
−−→
OH = sa⃗+ t⃗b+ (1− s− t)c⃗と表すとき, 実数 s, tを求めよ.

(b) 点 A, Dを通る直線を ℓ2 とするとき, 直線 ℓ1 と直線 ℓ2 の最短距離を求めよ.

(東北大 2020)　　 (m20200501)

0.135 任意の自然数 nに対する数列を以下の定積分により定義する.

In =

∫ π/4

0

dx

cos2n−1 x

(1) I1 を求めよ.

(2) I2 を求めよ. 必要であれば次の関係式を用いよ.

1

cosx

d

dx
(tanx) =

1

cos3 x

(3) In に成立する漸化式を求めよ.

(4) 以下に示す極限を求めよ.

lim
n→∞

nIn
2n

(東北大 2020)　　 (m20200502)

0.136 (1) 次の行列 Aの逆行列 A−1 を求めよ.

A =

 2 1 2

4 2 3

3 1 3


(2) 次の行列 B について, 以下の問に答えよ.

B =

(
6 3

4 5

)

(a) 行列 B の固有値および固有ベクトルをすべて求めよ. ただし, 固有ベクトルの大きさを 1

とする.

(b) u =

(
−3

4

)
とする. nが 1以上の整数であるとき, ベクトル Bnuを求めよ.

(3) 次の行列 C について, 以下の問に答えよ.

C =

 3 2 2

1 2 1

0 0 1


(a) P−1CP が対角行列となるような正則行列 P を求めよ. ただし, P−1 は P の逆行列を表す.

(b) nが 1以上の整数であるとき, 行列 Cn を求めよ.
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(東北大 2020)　　 (m20200503)

0.137 次の行列Aの行列式 |A|を求めよ.

A =

 4 3 9

3 8 3

2 5 4


(東北大 2021) 　　 (m20210501)

0.138 次の行列B の逆行列B−1 を求めよ.

B =

 1 1 1

2 3 1

1 1 2


(東北大 2021) 　　 (m20210502)

0.139 次の行列C について, 以下の問いに答えよ.

C =

(
4 5

8 −2

)

(a) すべての固有値と固有ベクトルを求めよ.

(b) P−1CP が対角行列となるような正則行列P を求め, P−1CP を計算せよ. ただし, P−1はP

の逆行列を示す.

(c) nが 1以上の整数であるとき, nを用いてCn を表せ.

(東北大 2021) 　　 (m20210503)

0.140 点 Oを原点とする xyz空間の点 Aの位置ベクトルを a, 点 Bの位置ベクトルを bとする. また, 点

A，点 B を直径の両端とする球面を S とする. 以下の問に答えよ.

(1) 線分 AB 上に点 P があり, 点 Aと点 P の間の距離を sとする.
−→
OPを求めよ.

(2) 球面 S 上の点 Qの位置ベクトルを rとし, 球面 S の方程式を示せ.

(3) a = (0, 0, 1), b = (0, 2, 1)のとき, 点D(0, 0, d)を通り球面 Sと接する直線を ℓとする. ただし,

dは d > 1を満たす実数である.

(a) 直線 ℓと xy平面の交点を T とする. 点 T の座標を (p, q, 0)と表すとき, pおよび qが満た

す方程式を求めよ.

(b) 点 T の軌跡が閉曲線となる dの範囲を示し, その閉曲線によって囲まれた xy平面上の領域

の面積を求めよ.

(東北大 2021) 　　 (m20210504)

0.141 微分方程式
d2u(t)

dt2
+ a2u(t) = F (t)

について, 以下の問いに答えよ. aは 0でない実数とする.

(1) F (t) = 0のとき, 一般解を求めよ.

(2) F (t) = sin(at)のとき, 一般解を求めよ.

(東北大 2021) 　　 (m20210505)
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0.142 次の関数 f(x, y)について, 以下の問に答えよ. x, yの範囲はそれぞれ 0 < x < π/2, 0 < y < π/2と

する.

f(x, y) = sin(x+ y) + cos(x− y)

(1) 次の偏導関数を求めよ.
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y

(2) 次式を満足する (x, y)の値をすべて求めよ.

∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0

(3) f(x, y)の極値をすべて求めよ.

(東北大 2021) 　　 (m20210506)

0.143 nを 1以上の整数とし, V を n次元実ベクトル空間とする. S と T を V から V への線形写像とし,

I を V から V への恒等写像とする. S ◦ T = I が成り立つと仮定する. 以下の問いに答えよ.

(1) {v1, · · · , vn}を V の基底とするとき, {T (v1), · · · , T (vn)}も V の基底であることを示せ.

(2) T は全射であることを示せ.

(3) T ◦ S = I が成り立つことを示せ.

(東北大 2021) 　　 (m20210507)

0.144 A =

 0 1 0

0 0 1

6 −11 6

 を 3次正方行列とする. 以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ. さらに, 求めた固有値それぞれに対して固有ベクトルを求めよ.

(2) P−1AP が対角行列となるような正則行列 P を一つ求めよ.

(3) nを 2以上の整数とする. An を求めよ.

(4) 次の式で定義される数列
{
an
}∞
n=0
の一般項 an を求めよ.

a0 = a1 = 0, a2 = 1, an = 6an−1 − 11an−2 + 6an−3 (n = 3, 4, 5, · · · )

(東北大 2021) 　　 (m20210508)

0.145 Rの区間 I = [0,∞)上の関数 f を

f(x) =
x

1 + x2
(x ∈ I)

と定める. I 上の関数の列
{
fn
}∞
n=0
を

(∗) f0(x) = 0, fn+1(x) = fn(x) + {f(x)}2 − {fn(x)}2 (x ∈ I, n = 0, 1, 2, · · · )

と帰納的に定める. 以下の問いに答えよ.

(1) f の I における最大値を求めよ.

(2) 任意の非負整数 nと任意の x ∈ I に対して

0 ≤ fn(x) ≤ f(x)

が成り立つことを示せ.
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(3) 任意の非負整数 nと任意の x ∈ I に対して

f(x)− fn(x) ≤ f(x){1− f(x)}n

が成り立つことを示せ.

(4)
{
fn
}∞
n=0
は f に I 上で一様収束することを示せ.

(東北大 2021) 　　 (m20210509)

0.146 R2 上の関数 f を

f(x, y) =


x2 + y2

|x|+ |y|
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

と定める. 以下の問いに答えよ.

(1) f は (0, 0)において連続であることを示せ.

(2) R2 の閉領域

D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1
}

に対し, 重積分
∫∫

D

f(x, y)dxdyの値を求めよ.

(東北大 2021) 　　 (m20210510)

0.147 R2 上の関数 f を

f(x, y) = 2x2 + 2y2 + xy − 2x+ 2y
(
(x, y) ∈ R2

)
と定める. 以下の問いに答えよ.

(1) f の極値を求めよ.

(2) R2 の閉領域

E =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≤ 1
}

における f の最大値と最小値を求めよ.

(東北大 2021) 　　 (m20210511)

0.148 次の連立 1次方程式について, 以下の問に答えよ. ただし, kは定数とする.
x+ 2y + 3z = 0

x+ 5y + 9z = 6

3x+ 5y + 7z = k

(1) この連立 1次方程式の係数行列Aと拡大係数行列 Ãをそれぞれ示せ.

(2) 拡大係数行列 Ãを階段行列に変形し, 連立 1次方程式が解を持つような kを定めよ.

(3) kの値が (2)で定めた値であるとき, この連立 1次方程式を解け.

(東北大 2022) 　　 (m20220501)

0.149 次の行列X と数列 {an}, {bn}, {cn} (n = 1, 2, 3, · · · )について, 以下の問に答えよ. ただし, xは

実数とする.

X =


1 x x x

0 1 x x

0 0 1 x

0 0 0 1


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(1) X3 を求めよ.

(2) nが 1以上の整数であるとき, Xnが次の形式で表されることを, 数学帰納法を用いて証明せよ;

Xn =


1 an bn cn

0 1 an bn

0 0 1 an

0 0 0 1


(3) nが 2以上の整数であるとき, (2)の an, bn, cn で構成される数列 {an}, {bn}, {cn}の一般項を

求めよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220502)

0.150 次の極限値をそれぞれ求めよ

(1) lim
x→∞

(√
x2 + x− 2− x+ 1

)
(2) lim

x→0

x− sinx

x3

(東北大 2022) 　　 (m20220503)

0.151 次の微分方程式をそれぞれ解け.

(1) y2 + 1− 2x
√
x− 1 y′ = 0 (2) y′′ −

√
1 + y′ = 0

(東北大 2022) 　　 (m20220504)

0.152 極座標変換を用いて次に示す重積分を計算する. 以下の問に答えよ.

I =

∫∫
D

x− y

(x2 + y2)2
dxdy, D =

{
(x, y)

∣∣∣ 1 ≦ x2 + y2 ≦ 2, 0 ≦ y ≦
√
3x
}

(1) 領域Dを xy平面上に図示せよ.

(2) 次に示す極座標変換のヤコビ行列とその行列式（ヤコビアン）を求めよ.{
x = r cos θ

y = r sin θ

(3) (2)の極座標変換によって, xy平面内の領域 Dは rθ平面内の領域 Dに対応づけられる. 下図

に示す点 O(0, 0)を原点とする rと θの直交座標を用いて, 領域Dを図示せよ.

O r

θ

(4) 重積分 I を計算せよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220505)

0.153 点 O(0, 0, 0)を原点とする xyz空間において, 中心を点 C(0, 0, 1), 半径を 1/2とする球面 S1がある.

点 A(0, 0, 2)を通る直線を z軸まわりに回転して得られる円錐面 S2が, 球面 S1に接している. ただ

し, z ≦ 2とする.

(1) 円錐面 S2 と球面 S1 の接点のひとつを B とするとき, cos∠CAB を求めよ.

(2) 円錐面 S2 上の任意の点を P (x, y, z)とするとき, 円錐面 S2 の方程式を求めよ.
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(3) 円錐面 S2と xy平面で囲まれた閉曲面を S とする. 以下のベクトル場 F の面積分 I を求めよ.

F = (x3z) i+ (x2yz) j+ {(x2 + y2)z2}k

I =

∫
S

F・n dS

ただし, i, j, kは x, y, z軸方向の基本ベクトルであり, 単位法線ベクトル nは S 内部から外向

きに取るものとする.

(東北大 2022) 　　 (m20220506)

0.154 I を 3次単位行列とし, Aを 3次実正方行列で固有値 2, 1,−1を持つものとする. 以下の問に答えよ.

(1) A4 を A2, A, I の線形結合で表せ.

(2) Aは正則であることを示し, A−1 を A2, A, I の線形結合で表せ.

(3) A−1 の行列式を求めよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220507)

0.155 nを 2以上の整数とする. n次元実列ベクトル a =


a1
...

an

 , b =


b1
...

bn

 ∈ Rn は,

それらの内積〈a, b〉= tabについて〈a, b〉̸= 0を満たすとする. n次正方行列 Aを A = a tbと定め

る. ここで, ta, tb はそれぞれ a, bの転置を表す. 以下の問に答えよ.

(1) Aの階数と行列式をそれぞれ求めよ. また, Aの固有値をすべて求めよ.

(2) kを正の整数とする. tbAkaを〈a, b〉と kを用いてできるだけ簡潔に表せ.

(東北大 2022) 　　 (m20220508)

0.156 3次以下の実数係数多項式全体のなす集合

V =
{
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3
∣∣∣ a0, a1, a2, a3 ∈ R

}
を考え, V の元を R上の実数値関数と考える. V の二つの元 f, g と実数 sに対して, 和 f + g ∈ V

とスカラー倍 sf ∈ V を

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (sf)(x) = s(f(x))

で定めると, V は R上の有限次元ベクトル空間となる. V から 4次元実列ベクトル空間 R4 への線

形写像 ϕ : V → R4 を

ϕ(f) =


f(−1)

f ′(−1)

f(1)

f ′(1)


で定める. ただし f ′ は f の導関数である. 以下の問いに答えよ.

(1) V と R4の基底に関する ϕの表現行列を求めよ. ただし V の基底は
{
1, x, x2, x3

}
, R4の基底

は {e1, e2, e3, e4}とし,

e1 =


1

0

0

0

 , e2 =


0

1

0

0

 , e3 =


0

0

1

0

 , e4 =


0

0

0

1


とする.
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(2) 3次以下の実数係数多項式 f で,

f(−1) = 3, f ′(−1) = 2, f(1) = −1, f ′(1) = 2

を満たすものが存在するかどうか答えよ. 存在する場合はそのような多項式をすべて求め, 存

在しない場合はそれを証明せよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220509)

0.157 R2 上の関数 f を

f(x, y) = x4 − 4x3y − 4xy3 + y4
(
(x, y) ∈ R2

)
と定める. 以下の問いに答えよ.

(1) 関数 f の x, yに関する偏導関数
∂f

∂x
,

∂f

∂y
を求めよ.

(2)
∂f

∂x
(a, b) =

∂f

∂y
(a, b) = 0となる R2 の点 (a, b)をすべて求めよ.

(3) 設問 (2)で求めたすべての点について, その点で f が極小値をとるか, 極大値をとるか, または

極値をとらないか判定せよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220510)

0.158 nを非負整数 αを負の実数とし, 広義積分

I(n, α) =

∫ 1

0

xα(log x)n dx

を考える. 以下の問に答えよ.

(1) α > −1ならばこの広義積分は収束し, α ≤ −1ならば発散することを示せ.

(2) α > −1のとき, この広義積分の値を求めよ.

(東北大 2022) 　　 (m20220511)
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