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積分法　≪基礎≫　小テスト　 (No.7)　解答例

1. 次の定積分の値を求めよ。

(1)
∫ 2

1

(3x − 5)4dx

（解）t = 3x − 5とおくと、
dt

dx
= 3　よって　

1
3
dt = dx

　　 x = 1のとき t = −2,　　 x = 2のとき t = 1

　
∫ 2

1

(3x − 5)4dx=
∫ 1

−2

t4 · 1
3
dt=

1
3

∫ 1

−2

t4dt=
1
3

[1
5
t5
]1
−2

=
1
15

[
t5
]1
−2

　=
1
15
{
15−(−2)5

}
=

1
15
{
1−(−32)

}
=

33
15

=
11
5 〃

x　　 1　　→　 2
t　　− 2　→　 1

（別解）
∫

x4dx =
1
5
x5 であるから

　
∫ 2

1

(3x − 5)4dx =
[1
3
· 1
5
(3x − 5)5

]2
1

=
1
15

[
(3x − 5)5

]2
1

=
1
5

{
15 − (−2)5

}
　 =

1
15
{
1 − (−32)

}
=

33
15

=
11
5
　〃

(2)
∫ π

3

0

cos3 x sin xdx

（解）t = cos xとおくと、
dt

dx
= − sin x　∴ (−1)dt = sin xdx

　　 x = 0のとき t = cos 0 = 1, x = π
3 のとき t = cos π

3 = 1
2

　 与式=
∫ 1

2

1

t3 ·(−1)dt=−
∫ 1

2

1

t3dt=−
[ 1

4
t4
] 1

2

1
=−1

4

[
t4
] 1

2

1

　=−1
4

{(
1
2

)4

−14

}
=−1

4

(
1
16

−1
)

=−1
4

(
− 15

16

)
=

15
64 〃

x　　 0　→　π
3

t　　 1　→　 1
2

（途中から別解）

　　
∫ π

3

0

cos3 x sin xdx=
∫ 1

2

1

t3 ·(−1)dt=
∫ 1

1
2

t3dt =
[ 1

4
t4
]1

1
2

=
1
4

[
t4
]1

1
2

　　 =
1
4

{
14−

(
1
2

)4
}

=
1
4

(
1− 1

16

)
=

15
64
　〃

(3)
∫ e3

e

dx

x log x

（解）t = log xとおくと、
dt

dx
=

1
x
　∴dt =

1
x

dx

　　 x = eのとき t = log e = 1,　 x = e3のとき

　　 t = log e3 = 3 log e = 3× 1 = 3

　　
∫ e3

e

dx

x log x
=
∫ e3

e

1
log x

· 1
x

dx =
∫ 3

1

1
t
dt =

[
log |t|

]3
1

= log 3 − log 1 = log 3　〃

x　　 e　→　 e3

t　　 1　→　 3

（別解）
∫ e3

e

dx

x logx
=
∫ e3

e

1
x

log x
dx =

∫ e3

e

(log x)′
log x

dx =
[

log | logx|
]e3

e

　　 = log | log e3| − log | log e| = log |3 log e| − log 1 = log(3 · 1) − 0 = log 3　〃
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2. 次の定積分の値を求めよ。∫ 3
2

0

√
9 − x2dx 　　≪考え方≫

∫ 3
2

0

√
32 − x2dxと変形する。

（解）x = 3 sin θ (0≦θ≦
π

6
)とおくと、

　　
dx

dθ
= 3 cos θ　∴dx = 3 cos θdθ

　　
√

9 − x2 =
√

9 − 9 sin2 θ =
√

9(1 − sin2 θ) =
√

9 cos2 θ

　　 =
√

(3 cos θ)2 = |3 cos θ| = 3 cos θ

　　
∫ 3

2

0

√
9 − x2dx =

∫ π
6

0

3 cos θ · 3 cos θdθ = 9
∫ π

6

0

cos2 θdθ

　　 = 9
∫ π

6

0

1 + cos 2θ

2
dθ =

9
2

∫ π
6

0

(1 + cos 2θ)dθ

　　 =
9
2

[
θ +

1
2

sin 2θ
]π

6

0
=

9
2

{(
π

6
+

1
2

sin
π

3

)
−
(

0 +
1
2

sin 0
)}

　　 =
9
2

(
π

6
+

1
2
×

√
3

2

)
=

3
4
π +

9
√

3
8
　〃

x　　 0　→　 3
2

θ　　 0　→　π
6

≪計算≫
x = 0　のとき

0 = 3 sin θ
∴sin θ = 0　∴θ = 0

x = 3
2
　のとき

3
2 = 3 sin θ

∴sin θ = 1
2
　∴θ = π

6

（別解）与式 =
∫ 3

2

0

√
32 − x2dx =

1
2

[
x
√

32 − x2 + 32 Sin−1 x

3

] 3
2

0
　

　　 = 1
2

{(
3
2

√
9− 9

4 +9 Sin−1 1
2

)−(0√9−0+9 Sin−10
)}

　　 =
1
2

(3
2

√
27
4

+9· π
6

)
=

1
2

(3
2
· 3
√

3
2

+
3
2
π
)

=
9
√

3
8

+
3
4
π 〃

aが正の定数のとき, 公式
∫ √

a2 − x2dx =
1
2

(
x
√

a2 − x2 + a2Sin−1 x

a

)
を証明せよ.

(証明１)　 I =
∫ √

a2 − x2dxとおくと,
∫

1dx = xであるから, 部分積分法によって

　　 I =
∫

1 ·
√

a2 − x2dx = x
√

a2 − x2 −
∫

x
(√

a2 − x2
)′

dx = x
√

a2 − x2 −
∫

x · −2x

2
(√

a2 − x2
)dx

　　 = x
√

a2 − x2 −
∫ −x2

√
a2 − x2

dx = x
√

a2 − x2 −
∫

(a2 − x2) − a2

√
a2 − x2

dx

　　 = x
√

a2 − x2 −
{∫ √

a2 − x2dx −
∫

a2

√
a2 − x2

dx

}

　　 = x
√

a2 − x2 −
{

I − a2

∫
1√

a2 − x2
dx

}
= x

√
a2 − x2 − I + a2Sin−1 x

a

　　これから　 2I = x
√

a2 − x2 + a2Sin−1 x

a
　　∴　 I =

1
2

(
x
√

a2 − x2 + a2Sin−1 x

a

)
　〃

(証明２)　
(
x
√

a2 − x2 + a2Sin−1 x

a

)′
= 1 ·

√
a2 − x2 + x · (a2 − x2)′

2
√

a2 − x2
+ a2 · 1√

1 − (x
a

)2 ·
(x

a

)′

　　 =
√

a2 − x2 + x · −2x

2
√

a2 − x2
+ a2 · 1√

1 − x2

a2

· 1
a

=
√

a2 − x2 − x2

√
a2 − x2

+
a2

√
a2 − x2

　　 =
√

a2 − x2 +
a2 − x2

√
a2 − x2

=
√

a2 − x2 +
√

a2 − x2 = 2
√

a2 − x2

　　
{

1
2

(
x
√

a2 − x2 + a2Sin−1 x

a

)}′
=
√

a2 − x2　∴
∫ √

a2 − x2dx =
1
2

(
x
√

a2 − x2+a2Sin−1 x

a

)
〃


