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　級数を用いて微分方程式の一般解を求める　

例 14 　級数を用いて、微分方程式
dy

dx
= x + 2xy の一般解を求めよ。

(解)
dy

dx
= x + 2xy · · · 1©

求める解を　　　 y = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·+ anxn + · · ·　　　とおくと

dy

dx
= a1 + 2a2x + 3a3x

2 + 4a4x
3 + · · ·+ nanxn−1 + · · ·

これらを 1©に代入すると
a1 + 2a2x + 3a3x

2 + 4a4x
3 + · · · + nanxn−1 + · · ·

　　 = x + 2x(a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · + anxn + · · ·)

　　　　　定数項は　　　　 a1 = 0
　　　　　 x の係数は　　　 2a2 = 1 + 2a0

　　　　　 x2 の係数は　　　 3a3 = 2a1

　　　　　 x3 の係数は　　　 4a4 = 2a2

　　　　　 · · · · · · · · ·　　　 · · · · · · · · ·
　　　　　 xn の係数は　　　 (n + 1)an+1 = 2an−1

∴　 an+1 =
2

n + 1
an−1　　　∴　 an =

2
n

an−2

a0 = αとおくと　 a1 = 0 ,　 a2 =
1 + 2α

2
,　 a3 =

2
3
a1 =

2
3
· 0 = 0 ,　 a4 =

2
4
a2 =

1 + 2α

2
· 1
2

,

　 a5 =
2
5
a3 = 0 ,　 a6 =

2
6
a4 =

2
6
· 1 + 2α

2
· 1
2

=
1 + 2α

2
· 1
6

,　 a7 =
2
7
a5 = 0 ,

　 a8 =
2
8
a6 =

2
8
· 1 + 2α

2
· 1
6

=
1 + 2α

2
· 1
24

,　 · · ·

∴ y = α +
1 + 2α

2

(
x2 +

1
2
x4 +

1
6
x6 +

1
24

x8 + · · ·
)

= α +
1 + 2α

2

(
x2

1!
+

x4
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+
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+
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　 = α − 1 + 2α

2
+
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2

(
1 +

x2
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+
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+
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+
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)

ここで、x2 = t とおくと

1 +
x2

1!
+

x4

2!
+

x6

3!
+

x8

4!
+ · · · = 1 +

t

1!
+

t2

2!
+
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3!
+
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4!
+ · · · = et = ex2

　であるから

∴　 y = −1
2

+
1 + 2α

2
ex2
　　　　

1 + 2α

2
= C 　とおくと、求める一般解は

∴　 y = −1
2

+ Cex2
　　 (C は任意定数)　〃

≪参考≫　この結果を変数分離形で確認してみよう。
dy

dx
= x(1 + 2y),　

∫
2

1 + 2y
dy = 2

∫
xdx,　 log(1 + 2y) = x2 + 2c,　 |1 + 2y| = ex2+2c,

1 + 2y = ±e2cex2
,　± e2c

2
= C とおくと　∴y = −1

2
+ Cex2

　 (C は任意定数)　〃


