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第４章　応用数学《§1　ベクトル解析・ラプラス変換・フーリエ級数》

228 位置ベクトル r = (x, y, z)と定ベクトル ω = (0, 0, ω) （ただし, ωは定数）を考える.

以下の問いに答えよ.

(1) これらのベクトルの外積で定義されるベクトルA = ω×rを求めよ.

(2) C を反時計回りの向きをもつ xy平面上の原点を中心とする半径 Rの円とする. ; C に沿っての

周回積分
∮

C

A · d	を計算せよ.

ただし, d	は C に沿った微分線素ベクトルである.

(3) Aの回転�×Aを求めよ.

(4) ezを z軸方向の単位ベクトル (0, 0, 1)とし, Dを上述のCで囲まれた半径Rの円盤領域とする.

重積分
∫∫

D

(�×A) · ezdxdyを計算せよ.

(三重大)

《　ポイント：外積の成分表示　》

a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)のとき,

a×b = (aybz − azby)i + (azbx − axbz)j + (axby − aybx)k

=

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣
（行列式は形式的表現）

(解)

(1) ω = (0, 0, ω), r = (x, y, z)より,

A = ω×r =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

0 0 ω

x y z

∣∣∣∣∣∣∣

= i

∣∣∣∣∣
0 ω

y z

∣∣∣∣∣ − j

∣∣∣∣∣
0 ω

x z

∣∣∣∣∣ + k

∣∣∣∣∣
0 0
x y

∣∣∣∣∣
= −ωy · i + ωx · j + 0 · k = (−ωy, ωx, 0)　〃
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《ポイント》位置ベクトルが r(t)である C 上で, C に沿うベクトル場 aの線積分は,
∫

C

a · dr

(解)

(2) C : 	(t) = (R cos t, R sin t, 0) (0≦ t≦ 2π)より,

C 上で, A = (−ωy, ωx, 0) = (−ωR sin t, ωR cos t, 0)

d	

dt
= (−R sin t, R cos t, 0)

∮
C

A · d
 =
∮

C

A · d


dt
dt

=
∫ 2π

0

(−ωR sin t, ω cos t, 0) · (−R sin t, R cos t, 0)dt

=
∫ 2π

0

(ωR2 sin2 t + ωR2 cos2 t + 02)dt = ωR2

∫ 2π

0

(sin2 t + cos2 t)dt

= ωR2

∫ 2π

0

1 dt = ωR2
[
t
]2π

0
= ωR2 · 2π = 2πωR2　〃

《　ポイント：�はハミルトンの演算子　》

� =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
= i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

(i) �と aの形式的な内積は;

� · a =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
· (ax, ay, az) =

∂ax

∂x
+

∂ay

∂y
+

∂az

∂z

(ii) �と aの形式的な外積は;

�×a =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂az

∂y
− ∂ay

∂z
, −∂az

∂x
+

∂ax

∂z
,

∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)

(解)

(3) �×A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

−ωy ωx 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=i

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂y

∂

∂z

ωx 0

∣∣∣∣∣∣∣
− j

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂x

∂

∂z

−ωy 0

∣∣∣∣∣∣∣
+ k

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂x

∂

∂y

−ωy ωx

∣∣∣∣∣∣∣
= i

(
− ∂

∂z
ωx

)
− j

∂

∂z
(−ωy) + k

{
∂

∂x
ωx − ∂

∂y
(−ωy)

}

= 0 · i + 0 · j + (ω + ω) · k = (0, 0, 2ω)　〃
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《　ポイント：１　》

D : x2 + y2≦R2 より, y2≦ R2 − x2 ∴ −√
R2 − x2≦ y≦

√
R2 − x2

∫∫
D

dxdy =
∫ R

−R

∫ √
R2−x2

−√
R2−x2

dydx = 4 ·
∫ R

0

∫ √
R2−x2

0

1 dydx

= 4 ·
∫ R

0

[
y
]√R2−x2

0
dx = 4 ·

∫ R

0

√
R2 − x2 dx = 4 · πR2

4
= πR2

《　ポイント：2　》

D : x2 + y2≦R2 より, x = r cos θ, y = r sin θ (0≦ r≦ R, 0≦θ≦ 2π)とおくと,

∫∫
D

dxdy =
∫ 2π

0

∫ R

0

rdrdθ =
∫ 2π

0

[
r2

2

]R

0

dθ =
∫ 2π

0

R2

2
dθ =

R2

2

∫ 2π

0

1 dθ

=
R2

2

[
θ
]2π

0
=

R2

2
· 2π = πR2

(解)

(4) (3)より,

(�×A) · ez = (0, 0, 2ω) · (0, 0, 1) = 0 · 0 + 0 · 0 + 2ω · 1 = 2ω∫∫
D

(�×A) · ezdxdy

= 2ω

∫∫
D

dxdy = 2ω · πR2 = 2πωR2　〃


